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UN THEOREME 
SUR 
LES FONCTIONS ARITHMETIQUES MULTIPLICATIVES 
ET SES APPLICATIONS 


Par M. Husert DELANGE. 


——_——V— 


1. Inrropucrion. — Une « fonction arithmétique » est une fonction définie 
sur l’ensemble des entiers naturels. 

On sait qu’une fonction arithmétique /, réelle ou complexe, est dite mulu- 
plicative si l’on a 


f(mn)=f(m)f(n) toutes les fois que (mn, n) =1. 


Si f n’est pas toujours nulle, ceci entraîne que f(1)— 1. 

La fonction est alors complètement déterminée quand on connaît ses valeurs 
pour les nombres premiers et leurs puissances. 

Il est clair que, pour qu’on ait | /(n)|1 quel que soit », il faut et il suffit 
que ceci ait lieu lorsque n est un nombre premier ou une puissance d’un 
nombre premier. 

La fonction ainda? est dite additive si l’on a 


f(mn)=f(m)+f(n) toutes les fois que (m, n) = 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 1. I 


H. DELANGE. 
Elle est encore complètement déterminée quand on connaît ses valeurs pour 
les nombres premiers et leurs puissances, et la fonction g définie par 


g(n) = expla f(n)], 


où a est une constante, est une fonction multiplicative non nulle. 
Un exemple bien connu de fonction multiplicative est la fonction o(n) d’Kuler. 
La fonction égale au nombre des diviseurs premiers de » est additive. 


{.1. Nous établirons ici le théorème suivant : 


Soit f une fonction arithmétique réelle ou complexe, non identiquement nulle, 
supposée multiplicative. 


Supposons en outre que : 


1. | f(n)| 1 quel que soit n; 
2. Il existe une constante réelle ou complexe o telle que, quand x tend vers +, 


Ar: x A 
Fu Dy) tia les ae 
pax 
SL Oran; 
DIRE) 2 po ne 
P 
Alors, on a pour x infini 
(2) Sf) = oz] 


nrna=x 


et, Q étant l'ensemble des entiers naturels qui ne sont divisibles par aucun carré 
autre que 1, 
(3) Ln) =olæl. 


nLT 
neQ 


Les applications que nous donnerons de ce théorème concernent la distribu- 
tion des valeurs de certaines fonctions arithmétiques réelles additives (?). 


(*) Nous utilisons la lettre p comme symbole générique d’un nombre premier. Done, dans une 


expression {elle que dee )ou [REC ), p parcourt l’ensemble des nombres premiers, ou l’ensemble 


des nombres premiers satisfaisant aux conditions écrites sous le Sou le | | . 


Indiquons aussi que nous considérons comme nulle toute somme qui ne contient aucun terme, et 
comme égal à 1 tout produit qui ne contient aucun facteur. 
Nous prenons z°= 1 même pour z = 0. 


a Ce théoréme, et une partie des applications que nous en donnons ici, ont été publiés sans 
émonstration dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences (t. 246, 1958, p. 514-517). 
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2. REMARQUES PRELIMIMAIRES. — 2.1. Remarquons d’abord que, si &(æ) est le 
nombre des nombres premiers aux plus égaux à æ, l'hypothèse 1 entraîne que 


Pate, 


pix 


Zo(x), 


et, par suite, le nombre 9 qui figure dans (1) est nécessairement de module au 
plus égal à 1. 


2.2. L'égalité (1) entraîne que, pour x infini, 


(4) >, fe = p log logx + 0 [log log |. 


p£x 
En effet, si a > 2, on a pour chaque pa 


cP) gare) ~ EMP) 
ne. en té 


et l’on en déduit par addition 


Pax * pee 


Mais l’égalité (1) s’écrit 
D(z)=0- 7 +0] —— 
Piogz Fea 
et l’on a | 


“dt 
4 TT log logx — log log 2. 
(4) entraîne à son tour que, pour æ infini, 


> oe =[1— Rp] log loga + 0 [log log}. 


P<r 
Comme |p|2Z1, sip+41, ona1— Ro >So. 
Par conséquent, si les hypothèses du théorème sont satis faites, on a certainement 


ye sie 


== 00). 
P ‘ 


2.3. Observons enfin que, compte ltenu de l'hypothèse 1, l'égalité (1) est équi- 
valente a | 


(5) #5 SF (p) logp = px +o[x]. 


pea 


Cela résulte immédiatement de ce qu’on a pour æ infini 


(6) D(æ) loge — © f(p)logp—0o[x]. 


psx 
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En effet, si æ > 2, on a pour chaque p= 


f(p) lose = oN 


Par addition on obtient 


LL x tp 
D/P) logs = f Avs ou O(c) loge — Yi /(p)logp = f ee 


P 


pax pax 


Mais, du fait que |®(2)|<o(a#)=o[a], ona 
J a dt =o [2 


3. THÉORÈME PRÉLIMINAIRE. — 3.1. Nous établirons d’abord le théorème 
suivant : 


Soit f une fonction arithmétique réelle ou complexe, non identiquement nulle, 
multiplicative et satis faisant à 


[f(n) | a1 pour tout n. 
Posons 


0x) =D f(p) logp. 


: pex 
Alors on a pour x infini, 
ui a 
(7) YF = ee DI) 4 (Z) + ole. 
Naw n£T 
3.2. Pour chaque nombre premier p, définissons la suite 
CONS EP EN ae LOU 
par 
Cf = FCP) 
et pour 7: > 1, 
J'—1 
(8) = rf(p")— De fpr). 
et | 
3.2.1. Ona pour tout n 1, 
(9) J(n) log n = Dor (F) log p'A (A) 
pi/n 


Cela résulte immédiatement de ce que, si p, est l’un des diviseurs premiers 
den etn—pim, avec m non divisible par py, la somme des termes correspon- 
dant à p= p, dans cette expression est égale à r f(n) log po. 
mo re ee ee Oe 

(3) Tei, bien entendu, la sommation porte a la fois sur p et J, qui prennent tous les svstèmes de 
valeurs tels que p/ divise n, p étant, comme-loujours, un nombre premier, et /étant un entier positif. 
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En éffet, si r 1, on a le seul terme 
cp) f(m)logp,= f(p5) f(m) log py= f(n)logps, 


et, sir >1, on a la somme 


“0 l'—1 


Dep f (pi 7m) log po=[f(m) log po] ) So f( pr 7) + oem 


j=1 JS 


d’après (8), ceci est égal à 
rf( po) f(m)logp,= rf(n) log ps. 
3.2.2. La formule (9) peut aussi s’écrire 
f(n)logn= ec‘? f(g) log p. 
piq=n 


On déduit immédiatement de là que, pour tout x > 0, 


(10) Y fen) logn =Y sig (=); 
ng if 
ou 


vr (x) =>: cP log p. 


pl£x 
P>2 


Nous poserons 
by (xv) = (x) + 0(2), 
de sorte que (10) s’écrira 


(11) D septogn =P fa) 4/2) +062, 


Hart on 
ou 
sta 3 “). 
(12) n(a) 216) (£ 
34 


3.2.3. Nous allons montrer maintenant que, pour x infini, 
Mr) pe 
Comme c” = f(p), on voit d'abord que, pour += 2, 
d(æ)—=—f(2)log2 +» cl? log p. 
plex 
isi 
Il suffit donc de montrer que, pour x infini, 
pS cP logp = 0 Ca 


re 


pet 


$ GAR 


a &-7e 
ie 8 


~~ 


. 
= 
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Pour cela, nous remarquons d’abord que, quels que soient p et r, 
Let?) cars ae 


Cette inégalité s'obtient immédiatement, par récurrence sur r, en tenant 
compte du fait que c” = f(p) et de la formule (8). Nous lutiliserons sous la 


forme 
| coe aes 


On a ainsi, pour 2 >9, 


j lozæ 
Rés PSs 3£p£Vx °<)Zioep 
j>1 j>1 
Mais 
log a log 2 
; lo 
> a) < 2"%5P a *S 
. , 10x 
2LjZ 
IE og p 


On obtient donc, pour x > 0, 
log? log? 
> cP) log p Load" log 3 + 22°F > log p, 
nes p£Vz 
GS4 


d’où le résultat annoncé, puisque 


] 
HE < + et > logp—O[Vx]. 


log 5 


p£Vx 


3.2.4. Par ailleurs, ¢(a) est évidemment borné sur tout intervalle fini, 
: 3 (a) 
puisque 0,(æ) et b,(x) le sont. Le rapport —— 


existe un nombre positif M tel que 


est donc borné pour #1: il 


|d(2)|=Mea pour #1. 
3.2.5. Ceci étant, on voit que, pour æ infini, 
n(x) =0[xlogzx]. 


En effet, étant donné <> 0, il existe un a, positif tel que, pour aa, 
|8(a)|~ex. 


Alors on peut écrire pour æ >o 


n(x) = PACE D sma(Z), 


x 
2 x, 7S 
fe 249 


LA it LA 
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d’où 


I I 
ne) LÉ — +Mzx = 
Ro De 

G25 Bree 


Ceci entraine évidemment 


lim Im) 


ARTE 
Res BLOC. we 


3.2.6. Il est évident par ailleurs que 4(x) est borné sur tout intervalle fini, 
puisque 6(2) l’est. 


3.3. Nous écrirons maintenant 2”//n pour exprimer que 2’/n et 2’*! 4n. 
Si l’on remarque que les conditions 


hae et ar//n 


sont équivalentes a 
i= OTUs avec m= — et 24m, 
on voit que 


SFr) logn = > f(2"m) log(2" m), 


Sin m£ = 
2m 
= f(2") D f(m)[rlog2 + log m|, 
has ; 
24m 
1 (2% > f(m) logm + r f(2") log 2 D LE). 
nee mL 
24m 24m 


En tenant compte de (11), on obtient 


D fG)logn = fe SE) + Fer 9( FZ) efor) 1082 Ÿ Som), 


\ 279 . 
ae 1. ME = 
- 249 24m 
M \ 
= Den) +407 a (SZ) +r7e lo À som) 
ie 3 nee 
4e 24m 
=D 9 (Z) + f090(F) +rfenog À Fem. 
nee mz = 


aus S 24 m 
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Si l’on remarque maintenant que, pour chaque rx, il existe exactement 
un ro et satisfaisant à 2" a tel que 2"//n, on déduit de là que 


SFr) logn = D | SS”) sé 


Nesle ET 


ag 2 | Broa) > fen (2) + loge Ÿ fre) >. f(m)|, 
2x (16 ee cond 1e me 
| 24m 


D'OUIOE Y fer (F) + loge À [ren À So]. 


a 
ma x 


5 2m 
3.3.1. On voit maintenant que, pour æ infini, 


>: fa") ti (2) —o{[zxlogx|. 


FAR 1] 


En effet, étant donné € > 0, il existe un x, >1 tel que, pour r~2,, 
|yn(a)|<eax logæ. 
On peut alors écrire, pour x >1, 


Yen (S)= ¥ vern(S)+ Y sorn(S), 


d'où 


dr 2 : . is 
2 =F, Ex 

Z2exlogæ + > MZ) 

. ar 
Eve 
Ceci entraîne 

lim >: . æ , 
T>+n ælogæ JC )n or AE 


3.2. Ona par ailleurs 


Dre Dsl l2> Le Nye 


x 
m=z — 
=o 


24m 


3.4. On voit donc finalement que, pour + infini, 


Ÿ J(n)logn = SS) 0,(2) +o{ælogx]. 


n£x n£x 


Bes 
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La relation (7) se déduit immédiatement de là en remarquant que, si l’on pose 


F(z)=Ÿ f(r), 


NET 


on a pour æ infini 


F(x) loge = Ÿ f (2) logn + O[a]. 


ihe ere) 


En effet, si æ >1, on a pour chaque n <x 


2 (AR) 
J(n) log = = f mare 
Par addition on obtient 


F(z) loga — DFM logn =f ar 


Wea 


Mais, comme |F(x)|Zx, ona 


fe dt 


3.5. Remarquons qu’on a non seulement (7) mais 


(7) Lo Fe ex D / 0) a( =) ture re H/(») | où H/(2) _ > Lie ki 


ZT —1. 


NZX 


On a H,;(1) =1 et H; est une fonction non décroissante. 
H;(x) peut donc tendre vers + ou vers une limite finie > o quand x tend 


vers +0. 
On voit d’abord que le raisonnement du paragraphe 3.2.5 permet d'établir 
dans les deux cas que, pour æ infini, 
n(w) =o[#H;(x)]. 
On arrive ainsi a 


¥ fn) logn= > f(n) (2) +o{fxH};(x)]. 


n=x n LT 


On remarque par ailleurs que, lorsque H,(#) tend vers une limite finie 
quand æ tend vers +, ona 


a 
Rejaeolal | edou a OPEN 
I 1 
(7!) entraîne (7) car on a évidemment 
| H(z) =O [log]. | 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Faso. 1. 2 
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, ae 
A. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL. — 4.1. Remarquons d’abord qu'il 


suffit d’établir la relation (2). 
En effet, quand la fonction / satisfait aux hypothèses du théorème, il en est 


de même de la fonction /, définie par 


f(n) si nEQ, 
si n€Q, 


et la relation (3) n’est autre que (2) appliquée à /, au lieu de /. 


fmy=\" 


4.2. Supposons donc que / satisfait aux hypothèses du théorème et propo- 
sons-nous d’établir la relation (2). 


4.2.1. Comme les hypothèses du théorème préliminaire établi plus haut 
sont satisfaites, on a la relation (7) et l’on voit qu'il suffit de montrer que 
pour æ infini, 


(13) D J(n) (2) —=0[zælogzx]. 
4.2.2, Mais, d’après ce qui a été dit au paragraphe 2.3, on a pour æ infini 
9;(z) =pa+o[a]. 
Ceci entraine 


(14) > 


n£T 


0/(2) —p2|=0[aloga' 


En effet, étant donné < positif, il existe un 24> o tel que 
|O¢(x2) —pa|aex pour LAS TS; 


Alors on peut écrire pour x > o 


DUO DY |o()-e2 


nS. — <n£x 

I x æ 
ae Dix 3 |o(2 
‘Sa hs 19, =) PA 
nex, 5 <réx 
ce qui entraine 
Je see | 1É =) =e ee, 
Naw 


car 


DORE 


x 
x, SEX 


du fait que 0,(æ) est borné sur tout intervalle fini. 
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4.3.3. En écrivant 


DOUÉ DS 


n<x 


) 


=| rel) en |] edle(a) es 


wre 
Na Wace. ; 


et tenant compte de (14), on voit que (13) sera établie si l’on montre que, 
pour æ infini, 


inal 


(15) y=. o [loge]. 


PE 4 


4.2.4. Pour arriver à ce résultat, nous utiliserons le lemme suivant : 


+ 


. AUS CAS a 74 . . a 
Soit la série de Dirichlet D + où les a, sont des coefficients réels ou complexes 
1 
satis faisant à 


|an| <K pour tout n>1. 


Si l’on a pour s réel tendant vers 1 par valeurs supérieures 
—+ © 


An FLAT 
— ~= 0 , 
ns IS 


an 


on a pour x infint 


—o[logz |. 
LP 
Ce lemme s'établit très facilement de la facon suivante : 
Posons a,—u, + ir, avec u, et +, réels. 
Alors on a, pour s tendant vers 1 par valeurs supérieures, 


+ © “ =o 2 
u I gn I 
at 9 et — == 0 ’ 
re s—I Ti S — 1 
1 1 
À x 
d’où 
—+ Fs, rik ee 
Un + K K ET En + K K 
D + et > . 
ns s—I ns $ —1 


4 4 


Autrement dit, pour s tendant vers zéro par valeurs positives, 


+o + © 


See pee 


— et 
n n° S 


n ns s 
b : 1 


Comme, pour chaque », 
unt Ko et Oar Kyo, 


ceci entraîne, d’après un théorème bien connu de Hardy et Littlewood, qu’on a 
pour ¢ infini 


| CEA re 
3 Un+ K ART et > Z ~ Ke, 
n n 
lognZt lognat 
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‘ 


ou, en prenant ¢= logæ, qu'on a pour x infini 


K 
D er ag K ~ Klogxz et > ME AK, logæ, 
n 
n<£X 
d'où 
The Pp 
— = @ lor 2, et OOo 
> n o [log] n [loge] 
sed ie 


4.2.5. Grace au lemme précédent, nous sommes ramenés finalement a 
prouver que, quand s tend vers 1 par valeurs supérieures, 


DE 223! 


ou, ce qui revient au même, 


DUNS 
Fs) yA me" 


Mais on a pour Rs > 1 


‘ 


et par suite 


(719100 I Cp 
> =I(-3)| +2: en, 
' J= 


Quand s tend vers 1 par valeurs supérieures, 


jJ=1 It. 


Pour étudier le produit infini, nous remarquerons que, pour Rs >1, 


+2 
cP) 
/ 


meal 


(16) > brie = exp 


où les c’ sont ceux qui ont été définis au paragraphe 3.2. 
En effet, tandis que la série entière 


+e 


t+ DS (p/)a/ 


j=1 
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a évidement un rayon de convergence >= 1, la série entière 


+2 
cP) 
/ 


i 


ai 


Jeet 
star 
a un rayon de convergence 3’ Puisque, comme on l’a vu au paragraphe 3.2.3, 
CURE | 


Si l’on pose 


+ 2 


+ 0 
A Le CAT 
F p(s) =1+Ÿ f(p/)a/ et G()=2 es, 


J=A j= 
la relation (8) montre que, pour | z| << D 
GC, (4) F p(%) = F, (2). 


Il en résulte que le produit #,(3)exp[— C,(3)] a une dérivée nulle, donc 
est constamment égal à sa valeur pour 3 — 0, c’est-à-dire 41. Autrement dit, 
on a pour |z| << 5 

F p(s) = exp[C,(z)]. 


On obtient (16) en prenant 3 — eS 


. 
5 


Il résulte de la qu'on a pour Rs © 1 


I ne f(p’) 4 cP)—1 cP) — j CN 
an us a 
Hé) +e [aoe] Gee fame] oe fod ae 


>? A pz > 
à es 


19 


Le second facteur est borné car 


Cre y 21—1 2 } 
ji 
Carte ae SSeS + 
2 JP” A P! PE ee 2) 
P>2 p>? p>2 


1541 Fe 


Le premier facteur tend vers zéro quand s tend vers 1 par valeurs supé- 
rieures, car, pour s réel, son module est 


CD Wank ee 1— Rf (Pp) 

see ha da Ps ) 
p>? p>? 

et, d’après ce qu’on a vu au paragraphe 2.2, on a 


= == CO). 


1—Rf(p) 
ieee 


Notre démonstration est ainsi terminée. 
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4.3. Il est facile de voir que le théorème resterait vrai si l’on remplaçait les 
hypothèses 2 et 3 par les suivantes : 


2, Sew (2)= sg DLP: pour tout À >1, on a quand x tend vers + © 


penx 


(17) W (a) — W(x) = oft]. 


"Onda 


DES 
P 


IL est clair que l'hypothèse 2’ équivaut à celle que (17) a lieu pour tout >o 
car si (19) a lieu pour À= À, >1, il en est de même pour À = 


D'autre part, compte tenu de l’hypothèse 1, l'égalité (17) est équivalente a 
(18) = 0; (a) — = 0;(æ) = oft], 
puisque l’hypothése 1 entraîne (6), quis’écrit, en divisant par 2, 
| W (2) — 4 8,(æ) oft} 
Il résulte d’un théorème de Karamata que, lorsque (18) a lieu pour tout A >o, 


elle a lieu uniformément pour A, AA, quels que soient À, et À, satisfaisant 
à 0 <T A1 << As, Ce qui permet de montrer que, pour æ infini, 


Do (Z) — 201) =otetoge) 


et de ramener encore la démonstration de (13) à celle de (15). 


4.3.1. On pourrait même prendre des hypothèses encore un peu plus géné- 
rales, mais moins simples. 


4.3.2. On arriverait ainsi à remplacer les résultats que nous donnerons. 
comme applications par des résultats plus généraux, mais d’énoncés plus 
compliqués. 


5. REMARQUES GÉNÉRALES EN VUE DES APPLICATIONS. — Dans toute cette section, 
A est un ensemble d’entiers naturels possédant une densité positive D, c’est-à- 


dire tel que le nombre des nombres de A au plus égaux à æ soit équivalent 
pour x infini à Da. 


5.1. Soit g une fonction arithmétique a valeurs entières. 


Supposons que, quel que soit 3 réel ou complexe satisfaisant à [3121 . 


ets<1, on ait pour æ infini 


(19) ds = ofa]. 


n=x 
nEA 
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Alors-ôn a les résultats suivants : 


a. Quel que soit g entier >1 et quel que soit r entier, l’ensemble des n 
appartenant à A et tels que | 
g(r) =r (modq) 


x CRU <a) 
possède une densité égale à 2 


3. Quel que soit À irrationnel, les nombres Àg(n) sont répartis uniformé- 
ment modulo 1 quand x parcourt A. Autrement dit, pour tout ¢ réel satisfaisant 
à 011, l’ensemble des n appartenant à A et tels que 


Àg(n) — partie entière de Ag(n) Zt 


possède une densité égale à 7D. 
8 résulte immédiatement d’une extension triviale d’un théorème bien connu 
de H. Weyl, en prenant dans (19) 


3 —exp(2mrTiÀ), 


avec m entier positif quelconque. 

a s'obtient en remarquant que le nombre des na appartenant à A et tels 
que | 
g(n)=r (mod g) 
est égal à 


et que, pour 1<j <q —1, en faisant dans (19) z = exp EH et multipliant 


par exp | — un on obtient 
D exp {22 teem — Al ola 


ner 
nEA 


Il est à noter que le résultat « est valable pour un g donné et r quelconque 


anu, avec j = 0(modq), 


et que B est valable sous la seule hypothèse que (19) a lieu pour z= exp(27w), 
avec u irrationnel. 


sous la seule hypothèse que (19) a lieu pour 3 = exp 


5.2. Soient maintenant g et A deux fonctions arithmétiques à valeurs 
entiéres. ; 


5.2.1. Supposons d’abord que, quels que soient u et ¢ réels ou complexes 
satisfaisant a |u| <1, |¢|<1, et uowy At, on ait pour æ infini 


(20) d'usmoun = o[ a]. 


Tame: 
ned 
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Alors on a les résultats suivants : 


y. Quels que soient g et g' entiers >1 et quels que soient r et 7’ entiers, 
l’ensemble des n appartenant à A et tels que 


g(n)=r (modg) et h(n)=r' (modg') 
à ie e D 
posséde une densité égale a one 
à. Quels que soient A et y irrationnels, si l’on pose 
En Ag(n) — partie entière de 1g(n) et fin = th(n) — partie entière de mh(n), 


les points (&,, qn) se répartissent uniformément dans le carré o ZE 1, 
0<n-<1, quand » parcourt A; autrement dit, pour z et £’ réels satisfaisant 
ào<tÆ1eto.<t' 1, l’ensemble des n appartenant à A et tels que 


Enr. net où Mal 
possède une densité égale à zt’D. 


Ici encore, à résulte immédiatement d’une extension triviale d’un résultat 
connu de H. Weyl, en prenant dans (20) 


u —exp(2mTiÀ) et 9 =exp(2m'Tip), 


avec m et m’ entiers rationnels quelconques non nuls simultanément. 


y sobtient en remarquant que le nombre des na appartenant à A et 
tels que 


g(n)=r (modg) et h(n)=r' (modq’) 
est égal a 
I a) pohly : ; AT e 
27 > Yew |i fen) — r+) =F (a(n) — ri], 


0Ajaq-1 n£<x 
0<j'=q'—1 nEA 


et que, quand o<j—<q—1,0~j'<q'—1 et j ou j 0, en faisant dans (20) 
u= exp] 277 | et e=exp| 2 | 


et multipliant par exp — Fr = ee 
7 


di exp LEE La(n) —r]+J AU) — rl] a= of ge), 


, on obtient 


ia 4 - 5 x ’ = , 
9.2.2. Supposons maintenant qu’on ait (20) pour wv et ¢ réels ou complexes 


satisfaisant à }u|Z1,|e| 21 et UP ET: 


LA A} LA 
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Alors’on a les résultats suivants : 


y's Quels que soient g et g'>1 et premiers entre eux et quels que soient r 
etr entiers, l’ensemble des n appartenant à A et tels que 


g(n)=r (modg) et h(n)=r' (modg') 
possède une densité égale à rE 
6’. Quels que soient A et w irrationnels et tels que l’équation 
AX + p.Y == 7; 


n'ait aucune autre solution en entiers rationnels que X = Y =Z—=o, les points 
(Ens nn), OU E, et y, sont définis comme plus haut, se répartissent uniformément 
dans le carréo<E—1,0<y<x1 quand n parcourt A. 


Ces résultats s’obtiennent exactement comme y et ¢ au paragraphe précédent. 
Les hypothèses supplémentaires qui y figurent servent à assurer que uv 41, de 
sorte que (20) a lieu, quand on prend w et 6 comme il a été dit. 


6. ÉTUDE DE FONCTIONS LIKES A CERTAINS ENSEMBLES DE NOMBRES PREMIERS. — 
6.1. E étant un ensemble de nombres premiers, nous lui associons les fonc- 
tions arithmétiques w, et Q, définies de la façon suivante : 


p(n) est le nombre des diviseurs premiers de 7 appartenant à E et Q,(7) est 
le nombre total des facteurs appartenant à E dans la décomposition de 7 en 
facteurs premiers. 


Autrement dit, si n n’est divisible par aucun nombre de E, 
wp (Aj SS Q, (n) =0, 
et, Si. n= p“ps?...p-7m, ou pi, Pr, ..., pr sont des nombres de E tous diffé- 
rents, %,, %, ..., à, des entiers positifs, et m un entier positif qui n’est divi- 
sible par aucun nombre de E, 
CO eg et Q (he Gy lanta tes 
w, et Q, sont des fonctions additives. 
De plus, il est clair que, lorsque 7 appartient à l’ensemble Q, on a 
Op (m) = 2, (n). 
Lorsque E est l’ensemble de tous les nombres premiers, nous écrivons sim- 


plement w(n) et Q(n). Autrement dit, nous désignons par w(n) et Q(n) le 
nombre des diviseurs premiers de » et le nombre total des facteurs dans la 


décomposition de n en facteurs premiers. 


6.1.1. Nous désignons, d’autre part, par &.(æ) le nombre des nombres 
de E au plus égaux a æ. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fase. 1. fs 
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6.2. Nous disons que l’ensemble E de nombres premiers appartient a la 
classe (C) si: 
1° E possède une densité par rapport à l'ensemble de tous les nombres 
premiers; autrement dit, il existe un à 0 tel que, pour x infini, 


ee? er. 
(21) my (2) = den(@) + ofer(2)] = + of Gees |: 
2° Dans le cas oud = 0, ona 
by See 
(22) dal D = 00; 
per 


Nous dirons plus précisément que E est un ensemble de la classe (C) de 
densité à. 


6.2.1. Remarquons que la relation (21) entraine 


D ~=3 log logx + o| log log x |. 
eee 
per 
Cela résulte de ce qui a été dit au paragraphe 2.2, en y remplaçant / par la © 
fonction /, telle que 
si peE, 


1 
f=} si péE. 


Par conséquent, on a toujours (22) lorsque E appartient à la classe (C). 


6.2.2. Il est clair que l’ensemble de tous les nombres premiers appartient à 
la classe (€). 
Il en est de même de l’ensemble des nombres premiers satisfaisant à 


p=! (mod), 


où # est un entier quelconque >1 et Z un entier quelconque premier avec #. 
Plus généralement, la classe (C) contient celle des ensembles que nous 
avons appelé ailleurs « ensembles réguliers » (*). 
La réunion d’un nombre fini d’ensembles disjoints de la classe (€) appartient 
aussi à la classe (C). 


6.3. E étant un ensemble de la classe (€), on voit immédiatement que, si z 
est un nombre réel ou complexe satisfaisant à |s|—<1 et s+<1, les fonctions 
arithmétiques égales à 2°* et s°*” satisfont aux hypothèses de notre théorème 
fondamental. 

Il en est de même de la fonction égale à u”*' 9%), où u et'v sont des nombres 
réels ou complexes tels que |u| <1, [| Let ur. 


RM RE EE es He PNR ur ale aan blague 
(*) Ann, scient. Ee, Norm. Sup., (3), t. 73, 1956, p. 15-74. 
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Par suite, silz|Zretzs<1,ona pour æ infini 


DEEE S29 = of x] et Ss o[ a], 


ST LEE nd NET 


Oty alu 14 


| <1 et ue 41, ona pour æ infini 


a 
» ox pO,. (nj = ofa]. 


na=x 


6.3.1. Compte tenu de ce qui a été dit aux paragraphes 5.1 et 5.2.2, on 
déduit de là le théorème suivant : 


TaéorèMe 1. — Soit E un ensemble de nombres premiers appartenant à la 
classe (C). 


1° Quel que soit q entier >1 et quel que soit r entier, l’ensemble des entiers 
naturels n satisfaisant à 


(23) @_ (2) =r (mod q) 
et l’ensemble de ceux qui satis font à 


Q(n)=r (mod gq) 
possèdent une densité égale à ze tandis que l'ensemble des nombres de Q qui satis- 
1 ie ‘ 6 
font à (23) a une densité égale à ~ —. 
CEE 


2° Quel que soit le nombre irrationnel i, les nombres Aw,(n) et les nombres 
ÀAQ,(n) sont distribués uniformément modulo 1 quand n parcourt l’ensemble des 
entiers naturels et quand n parcourt Q. 


3° Quels que soient q et q' entiers >> 1 et premiers entre eux, et quels que soient r 
et r! entiers, l’ensemble des entiers naturels n satisfaisant à 


oRg(n)=7r (modg) et Q.(n)=r! (modq’) 
ossède une densité égale a — 
L ANRT: 
4° Quels que soient les nombres irrationnels À et p. tels que l’équation 
À1X + pY =e 


n'ait aucune autre solution en entiers rationnels que X = Y=7Z=o0, les points 


(Ens nn), où 


En= Àwg(n) — partie entière de Ao, (2) et = Mn = p&2, (2) — partie entière de p22, (7), 


se répartissent uniformément dans le carré 0 Fay 1, O<7<1, quand n 
parcourt l’ensemble des entiers naturels. 
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6.4. Considérons maintenant deux ensembles E, et E, de la classe (C), et 
supposons que l’un au moins des ensembles E,— E, et E, — E, appartienne 
aussi a la classe (C). 

Ceci entraîne évidemment que E,QE, possède une densité par rapport a 
l’ensemble de tous les nombres premiers, de sorte que E, — E, et E —E, en 


possèdent l’un et l’autre. 

Soient g l’une des fonctions w,, et Qy,, et 2 l’une des fonctions ex, et Q,,. 

On voit que la fonction arithmétique égale à uso", où |u| 1, UE: 
et u ou v>41, satisfait aux hypothèses de notre théorème principal, de sorte 
qu’on a pour æ infini 


Duty ole] et S* si phir) — of x]. 


n£x n£x 
neg 


6.4.1. Compte tenu de ce qui a été dit au paragraphe 5.2.1, on déduit de 
la le théorème suivant : 


Tutorime 2. — Sotent E, et E, deux ensembles de nombres premiers apparte- 
nant à la classe (C) et tels que l’un au moins des ensembles K,— E, et E, — EK, 
appartienne aussi à la classe (C). 

Soient g l’une des fonctions w,, et Q, et h l’une des fonctions wy, et Qy.. 


1° Quels que soient q et q' entiers >>1 et quels que soient r et r’ entiers, 
l’ensemble des entiers naturels tels que 


g(n)=r (mod q) et h(n)=r' (modq’) 


: On ear LL . . + 
possède une densité égale à agit l’ensemble des nombres de Q satisfaisant aux 


mêmes conditions possède une densité égale à oa Le 
2° Quels que soient À et |. irrationnels, les points (E,, n,), où 
En= Ag(n) — partie entière de Ag(n) et fn= ph(n) — partie entière de mA(n), 


se répartissent uniformément dans le carré 0 ZE 1, on Z1 lorsque n 
parcourt l’ensemble des entiers naturels et lorsque n parcourt l’ensemble Q. 


7. AUTRES THÉORÈMES. — 7.1. Notre théorème principal a pour conséquence 
immédiate le théorème général suivant : 


Tutorime 3. — Soit F une fonction arithmétique réelle additive. 


Supposons que, pour chaque entier positif m, il existe une. constante réelle ou 
complexe p,, telle qu'on ait pour x infini 


(24) > exp[2mn iF (p)] = ome + ol ez} 


pex 
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€l; St 0, == 1, on art 


Vv smmTrF(p) _ 


Za Pp mire 


Alors les nombres F(n) sont distribués uniformément modulo quand n-parcourt 
l’ensemble des nombres naturels et quand n parcourt l’ensemble Q. 


En effet, pour chaque entier positif m, la fonction égale à exp[2mniF(n)| 
satisfait aux hypothèses de notre théorème principal et l’on a pour æ infini 


> explamniF (n)|=o[ 2] et » Mexp[amniF(n)|=o[a]. 
naa LEA 
nEQ 


7.1.1. Un cas particulier simple dans lequel la fonction réelle additive F 
satisfait aux hypothèses du théorème précédent est celui où F(p) tend vers zéro 
quand p tend vers + et 


ye = OO 


On retrouve ainsi un théorème connu d’Erdôs (°). 


7.1.2. Comme autre application, indiquons le résultat suivant : 


St S(n) est la somme des diviseurs premiers de n, et À} un nombre trrationnel 
quelconque, les nombres }S(n) sont distribués uniformément modulo 1 quand n 
parcourt l’ensemble des entiers naturels et quand n parcourt l’ensemble Q. 


Cela tient à ce que, quel que soit le nombre irrationnel «, on a pour æ infini 


De exp(aniap) =o| |: 


pen 


7.1.3. On montrerait aisément que l'hypothèse qu on ait (24) pour chaque m 
entier positif est équivalente a celle que les nombres F(p) possédent une distri- 
bution modulo 1, ce qui peut s’exprimer aussi de la façon suivante : 

Il existe une mesure vy. sur la circonférence | z|=1 telle que, pour tout arc y 
de cette circonférence tel que l’ensemble formé de ses extrémités soit de mesure 
nulle, le quotient par w(x) du nombre des nombres premiers au plus égaux 
à x pour lesquels exp[27r:F(p)]e y tende vers (y) quand x tend vers +. 

On ne peut avoir p,— 1 que si y est une mesure discrète, dont le support est 
contenu dans l’ensemble des racines n°" de l'unité. 


7.2. On a aussi le théorème général suivant : 


Taéorkme 4. — Soit F une fonction arithmétique réelle additive, à valeurs 
entières. 


(5) Ann. Math., (2), t. 47, 1946, p. 1-20. 
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q étant un entier > 1, Supposons que : 
1° Pour chaque entier m, l'ensemble E,,, des nombres premiers tels que 
F(p)=m (mod q) 
posséde une densité par rapport à l’ensemble de tous les nombres premiers, soit Omi 


2° Si le plus grand commun diviseur d de q et desm positifs et <q —1 pour 
lesquels 5, > 0 est >1, il ewiste au moins un m premier avec d tel que 


ys = — + 00. 
PEEm 
Alors, quel que soit l’entier r, l'ensemble des entiers naturels tels que 


F(n) =r (modq) 
posséde une densité égale a + et l’ensemble des nombres de Q qui sausfont à la 
méme condition possède une densité égale à : = 
Pour établir le résultat indiqué, il suffit de montrer que, pour tout 
jJ#0(mod q), la fonction /; définie par 
a | fn) = exp) “ZF (n)| 


A | satisfait aux hypothèses de notre théorème principal, ce qui permet de conclure 
que, pour æ infini, 


Yep} F(n)}=otæ) et Dex} =H Fr) = ofa], 


: q 
ry, nZ=x n<rx 
ei: ‘ LE neQ 
7" 1: 2TJri 

| d'où, en multipliant par exp — mn 
i, 
ie 27 Ver wale EU a5 
s Dow] AF) — = (el et D ep} [F(n) >] {= ol]. 
Le , nx nZax 
ae | | nEQ 
ok Ab J; est bien multiplicative et non identiquement nulle, et satisfait à l'hypo- 
Bers: thèse 1. 
ot De plus, on a pour æ infini 
a ee rl : q—1 

a ph nt ater bé | A 
FU Lip) =e pgs +? | fap? pues 0 = dn exp] =a 
à nt < per m=0 
fs | . à N + 
i. Comme tous les 4, sont 0 et Dog 1, On ne peut avoir p;—1 que si 
Sa m=0 
à ct (25) Îm = 0 (mod q) 
704 
me 

Da 
t | 
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pour tous les m satisfaisant à 1<m—<q—1 et tels que 6, >0. Mais la 
congruence (25) est équivalente a 


m=o (modg'), OÙ 7 = Gn (de sorte que g > 1). 


On voit donc que, si e;=1, q' divise d, qui est done >1, et l’on ne peut 
avoir (25) avec (m, d)— 1. Alors, m étant tel que (m, d) =1 et 


ona 


= + ©, 


puisque, quand p appartient a E,,, 


I~ RS (P) ZA cos TE = 0, 


et par suite on a 


ny bee APP hrs. 
4 


21007 


7.2.1. Remarquons que les hypothèses du théorème sont satisfaites en 
particulier si, pour chaque entier m, l’ensemble E,, possède une densité par 
rapport à l’ensemble de tous les nombres premiers, la densité de KE, étant post- 
tive. En effet, on a alors d=1. 


7.2.2 Comme exemple dapplication de ce théorème, citons le résultat 
suivant : 


Soit S,(n) la somme des puissances k'"* des diviseurs premiers de n(k entier 1). 
Alors, quel que soit l’entier q >1 et quel que soit l’entier r, l’ensemble des 


entiers naturels n tels que 
S(n)=r (mod q) 


possède une densité égale à = et l’ensemble des nombres de Q satisfaisant à la 
at ; Pat Lone 
méme condition possède une densité égale à ie 


8. ÉTUDE DE FONCTIONS ADDITIVES POUR 72 PARCOURANT UNE PROGRESSION ARITHMÉTIQUE. 
— Nous nous bornerons ici à l’étude des fonctions w, et Q, déjà considérées 
plus haut. 


8.1. Nous commencerons par établir le lemme suivant : 


Lemme. — Soient ,, %, ..., %m mnombres réels ou complexes de module 1 et 
tels que &,+ G+... +am— 0. 
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[4 
BN 


. [ni] nl N a 
Soient, d'autre part, di, 0», +: ., Om M nombres réels = 0 et 


I 
m 
m 


NS I 
Alors on a >'ad a= 
tae 
1 


On ne peut avoir 


que st: 
1° mest pair; 
° g- est égal à our —. des j et à —x pour les autres; 
2° a; est égal à % pour — J P SC F 
3° ona 
— uand a; = 
i m q pe ’ 
fa) quand œj—=—a. 
Démonstration. — Soit 0 un nombre réel quelconque et posons 


R[e-a;]=6;. 


On a évidemment |;|1, et 6;—=1 seulement si a;—e, B;—— 1 seule- 
ment si &;—— e". 
De plus, 
mt [12 
: = I 
(26) R ayy tj 0; ay i de QBs 
1 1 B;>0 


any Site . . eee 5 % I ; 
l'égalité ne pouvant avoir lieu que si 4, est égal à =, quand 8; >0 et ao 
quand B;<o. 


. Mais on a Den, et par suite 


me 

~~ L m 

(27) D BD IBI=E DB; 
B;>0 By<o 1 


l'égalité ne pouvant avoir lieu que si tous les 8; sont égaux à +1. 
On voit donc d’abord que, quel que soit 4 réel, 


m 
R RDC PA 
1 


ce qui entraîne que 
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D'autre part, si l’on a 


ona 


ce qui nécessite qu'il y ait égalité dans (26) et (27), donc que tous les 3, soient 
égaux à + 1, et par suite tous les «; à +e", et que à; soit égal à = quand B;—1, 


c’est-à-dire quand «; =e, et à o quand 8;=—1, c’est-à-dire quand &,— — ef. 


nr 


Comme Due 0, il doit y avoir le même nombre de «; égaux à e” et à — ei. 
1 


8.2. Considérons maintenant un ensemble E de nombres premiers appar- 
tenant à la classe (C), et soit g l’une des fonctions w, et Q,. 
Soit, d’autre part, £ un entier >1. 
Supposons que, pour chaque / premier avec #, l’ensemble des nombres de E 
satisfaisant à 
P =) (mod k) 


possède une densite à; par rapport à l’ensemble de tous les nombres premiers. 


Il est clair que 020; “D où 9 est la fonction d’Euler. 


Définissons la fonction arithmétique f par 
fn) = x(a) 38, 
ou z est un nombre réel ou complexe satisfaisant a 


[2,1 et AT. 
et y un caractère modulo #. 
Cette fonction est multiplicative et non identiquement nulle et satisfait 
à|f(n)|ZZ1 pour tout n. 


8.2.1. Si y est le caractère principal, on a 
3 si pel et Pp+k, 
MLPAE <\ ok si p&E et ptk, 
0 si p/k, 
et l’on voit que / satisfait aux hypothèses de notre théorème principal. 
On a donc pour x infini, 


(28) DPODEMEUES et Sx (72) 6) = o[ 2]. 
nZx RAT 
neg 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fase. 1. 4 


da eee - A. 
oe : 1 LL. 


eS iy 


va, | 0 4 
re Pa 


* 


FR de Poe 
a on 


ae 


es v = ns aa 
c 
à £ 


Ne et 
à 
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8.2.2. Si y n'est pas le caractère principal, on voit qu on a pour æ infini 


à TL. A 
ur el 


pax 
avec 
. ENS . 
p= D taxi y FE 75 à = E-0 Ÿ 8x). 
LR Zick 1aj<k 
ans ast CIE 
Onalz—1|<2 et, d'après le lemme établi au paragraphe 8.1, 
@| I 
D dns 
1Zj<Rk 
(NES 
Comme on ne peut avoir |3—1|=— 2 que si 3=—t1, on voit qu'on ne peut 
avoir 9 — 1 que si 
; . I 
B= NI et > SX) =— 5? 
1Zzjck 
(4, /)=1 


ce qui nécessite, ens d’après le lemme, que y soit un caractère réel et 


que 6; soit égal à —~ quand y(j)——1 et ao quand y(j)=-+ 1. 


10 
Maintenant, si y est un caractère réel et zs = —1, ona 
0 si y(p)=—1 et peE, ou (p)=+1 et péE, 
a finie var Pp PI ', 
2 si xy(p)=—1 et péE, ou x(p)=+1 et peE: 


On voit donc qu'on a 


ye eee 


i Lip +, E, étant l’ensemble des nombres premiers p tel que 7(p)=—1 
et p€E ou ~(p)=+1 et peE(*). 

C'est le seul cas où la fonction f peut ne pas satisfaire aux ia de 
notre théorème principal. 


8.2.3. Pour abréger, nous dirons qu’on est dans le cas exceptionnel s’il 
existe un caractère réel modulo #, distinct du caractère principal, tel que, 
E, étant l’ensemble des nombres premiers p tels que y(p)=—1 et péE ou 
4(p)=+1etpeE, on ait 


à a: 


= = ro. 
perk, 
aa eee em ae ee Ot eR ee a ee ee aD 
(5) Alors, d'après ce qui a été dit au paragraphe 2.2, on a p=1. 
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Nous pouvons alors énoncer les résultats suivants : 

Si l'on n’est pas dans le cas exceptionnel, quel que soit 3 satisfaisant à AE 
et sA1, on à (28) pour tout caractère y modulo &. 

Si l’on est dans le cas exceptionnel, la même chose a lieu pour Peel 


etz<1et — 1. 
8.2.4. Si maintenant / est un entier premier avec 4, lorsque je relations (28) 


ont lieu pour tous les caractères modulo #, en multipliant par et en ajoutant 


a0) 

les relations correspondant aux différents caractères, puis divisant par o(#), on 
obtient 

Ÿ sm = ofa] et D ie) 

di j ASE 

Fore à nex 

n=/(modk) neQ 
n=l(mod k) 


Ces deux relations ont donc lieu pour |s|1 et z1 si l’on n’est pas dans 
le cas exceptionnel, pour |s|<1 et sA1 et —1 si l’on est dans le cas 


exceptionnel. 

Si alors on se réfère à ce qui a été dit au paragraphe 5.1, on obtient les 
résultats suivants : 

Quand on n’est pas dans le cas exceptionnel, quel que soit q entier >1 et 


quel que soit r entier, l’ensemble des entiers naturels tels que 


n=l (modék) et -g(n)=r (modq) 


\ a th oe oe ’ . . 
possède une densité égale à + et l’ensemble des nombres de Q satisfaisant aux 
% 


mémes conditions posséde une densité égale a 


+ Tr? k II , I ey 


Pl 
aa 


Quand on est dans le cas exceptionnel, on a les mêmes résultats à condition 
que g soit impair. 

Dans tous les cas, quel que soit A irrationnel, les nombres Ag(n) sont 
distribués uniformément modulo 1 quand 7 parcourt l’ensemble des entiers 
naturels satisfaisant a | 

nal (mod) 
et quand x parcourt l’ensemble des nombres de Q satisfaisant à la même 
condition. | 


(7) On sait que l’ensemble des nombres de Q tels que n = [(modk) a pour densité — TES: 


Relies 5 
p/ Pp? 
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8.9.5. En définitive, on a établi le théorème suivant : 


Tatorème 5. — Soit E un ensemble de nombres premiers appartenant à la 
classe (C), et soit g l’une des fonctions ws et Qy. 


Soit, d’autre part, k un entier >1. 
Supposons que, pour chaque j premier avec k, l’ensemble des nombres de E 
satis faisant à 
P=J (mod#) 


possède une densité par rapport à l'ensemble de tous les nombres premiers. 
Alors, pour tout entier l premier avec k, on a les résultats suivants : 


1° Quel que soit q entier impair >1 et quel que soit r entier, l’ensemble des 
entiers naturels tels que 


n=l (mod#) et g(n)=r (modg) 


possède une densité égale à a et l’ensemble des nombres de Q satisfaisant aux 


mêmes conditions possède une densité égale à 


6 = 
semelles 


PRISES 
p° 


1 


2° Quel que soit le nombre irrationel i, les nombres À g(n) sont répartis uni- 
formément modulo 1 quand n parcourt l’ensemble des entiers naturels satis faisant à 


n=l (modk) 
et quand n parcourt l’ensemble des nombres de Q satis faisant à la méme condition. 
Le résultat 1° reste valable pour q pair s’il n'existe pas de caractère réel 
modulo k, distinct du caractère principal, tel que, E, étant l’ensemble des nombres 
premiers pour lesquels y(p)—=—1 et p&E ou y(p)=-+ 1 et pe, on ait 
QE | 
> = <= 00! 
ve 
perky , 
8.2.6. Remarquons que, si E est l’ensemble de tous les nombres premiers, 


les hypothèses du théorème 5 sont satisfaites pour tout entier # > 1 et l’on n’est 
jamais dans le cas exceptionnel. 


Remarquons aussi que, d’après la discussion du paragraphe 8.2.2 et la 


note (*), le cas exceptionnel ne peut se produire que si E est de densité 


ole 


| 8.2.7. Pour donner un exemple du cas exceptionnel, prenons pour E 
l’ensemble des nombres premiers satisfaisant à 


p=3 (mod 4) 
et prenons g = Q, et k= 4. 
E est bien de la classe (C). 
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L’ensemble des nombres de E satisfaisant à 
p=! (mod4) 


est vide, donc de densité zéro par rapport à l’ensemble de tous les nombres 
premiers, et l’ensemble de ceux qui satisfont à 


p=3 (mod4) 


est égal à E, et de densité : par rapport à l’ensemble de tous les nombres 


premiers. 
Mais on voit de suite que Q,(n) est toujours pair quand 
n=l (mod 4) 
et toujours impair quand 
n=3 (mod4), 


de sorte que le résultat 1° ne peut être vrai si g est pair. 


8.2.8. Notre énoncé contient l'hypothèse que / est premier avec #4. On 
traiterait aisément le cas où il n’en est pas ainsi en remarquant que, si 


k=dk et bes ol’, avec «d==(k,.1), 


la congruence 
n=l (mod #) 


est équivalente a 
nezadn’ avec 7’ =I' (mod hf’), 


et l’on a 
Q(dn') = Qe (n') + Qr(d) et og(dn')=wp(n!) + or(d), 
E’ étant l’ensemble des nombres de E qui ne divisent pas d. 


8.3. On pourrait aussi considérer simultanément deux fonctions g et h 
correspondant à deux ensembles E, et E,, comme dans le théorème 2. On 
supposerait que pour chaque 7 premier avec # et chacun des ensembles E,, E, 
et E, NE, l'ensemble des nombres de cet ensemble satisfaisant à 


P=J (mod k) 


possède une densité par rapport à l’ensemble de tous les nombres premiers. 
Il apparaitrait plusieurs cas exceptionnels. 
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LA CONDITION « INTÉGRALEMENT CLOS » 
DANS QUELQUES STRUCTURES ALGEBRIQUES “. 


Par M. Guy MAURY. 


INTRODUCTION (°). 


1. On connaît plusieurs caractérisations des anneaux commutatifs noethériens 
intégralement clos : 


— La plus connue est certainement celle de van der Wærden-Artin [22], que 
nous appellerons « caractérisation A » ; 

— Une autre caractérisation (caractérisation B), dérivée des travaux de 
Krull [11 |, est exposée dans le cas des domaines d’intégrité par Nagata [ 18 |. 

Une troisième caractérisation (caractérisation C) a été donnée par Mori dans 
le cas des domaines d’intégrité [ 17], et a été étendue au cas où il y a des divi- 
seurs de zéro, par Yoshida | 21 |. 


Or il se trouve que seule la caractérisation A a donné lieu à des travaux 
ultérieurs, dont voici les principaux : 


— Extension de la caractérisation A aux demi-groupes abéliens « intégra- 
lement clos », par A. H. Clifford [5 |; 

— Extension de la caractérisation A aux anneaux non commutatifs « intégra- 
lement clos », par Asano [1], puis aux demi-groupes non commutatifs « inté- 
gralement clos », par Asano-Murata | 3 |; 

— Extension de la caractérisation A aux gerbiers commutatifs « intégrale- 
ment clos », par M" M.-L. Dubreil-Jacotin [9], puis aux demi-groupes 
résidutifs abéliens « nomaux », par Molinaro [ 16 |; 

CUBE BEM RUE CA LIEN CUITE SERRES SERRE EU 


(:) Thèse Sc. math., Paris, 1960. 
(2) Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin de ce travail. 
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— Certes, en 1939, P. Lorenzen [ 15] avait fait passer une partie des résultats 
de Krull, concernant les anneaux de valuation et les anneaux commutatifs 
intégralement clos, aux semi-groupes (demi-groupes vérifiant la règle de sim- 
plification) commutatifs. Mais, d’une part il se restreignait aux semi-groupes, 
d'autre part il ignorait, ce que Ward et Dilworth [23] établissaient la même 
année, que la décomposition en idéaux primaires était valable pour les idéaux 
d’un demi-groupe commutatif noethérien. | 


2. Or dans l’étude de certains problèmes, ce n’est pas la caractérisation À, 
mais bien l’une des deux autres qui s’avère techniquement la plus utile : c’est 
ce que j'ai montré à propos de la solution du problème suivant, dans laquelle la 
caractérisation B est seule utilisable : « Trouver une condition nécessaire et 
suffisante pour qu’une extension A[ 0], simple, entière, sans diviseurs de zéro 
de l’anneau normal A (c’est-à-dire commutatif, à élément unité, noethérien, 
intégralement clos) soit un anneau normal. » 

La résolution de ce problème est l’objet principal du chapitre I. 


3. Ceci suggère l’idée de tenter de prolonger les caractérisations B et C aux 
domaines où la caractérisation A a déjà été prolongée : ainsi, au chapitre II, 
j'énonce des caractérisations B’ et C’, analogues respectivement aux caractéri- 
sations B et C, pour les demi-groupes commutatifs, à élément unité, noethériens, 
intégralement clos, et ce d’une façon tout à fait indépendante de la théorie 
d’Artin. Les caractérisations B et C font, en particulier, état de la décomposition 
en idéaux primaires, valable, comme on le sait, dans un anneau commutatif 
noethérien. Une première raison, pour laquelle les caractérisations B et C 
peuvent se prolonger, est que la décomposition en idéaux primaires est, comme 
nous l’avons déjà dit, valable aussi dans un demi-groupe commutatif noethérien. 
Une seconde raison est que j'ai pu transposer des méthodes de théorie des 
anneaux (anneaux de fractions, théorèmes d’intersection de Krull, etc.) grace, 
en particulier, à l'outil suivant : P désignant l'idéal maximal propre du demi- 


4 


groupe commutatif, à élément-unité, noethérien D, j'appelle « nœud » de D 
l’ensemble f\ P” (éventuellement vide). 


nm 


Cette étude me donne accessoirement des résultats sur le rang d’un idéal 
de D et sur les « extensions entières » de D. | 


4. Je me suis demandé, ensuite, si lon pouvait étendre les caractérisations B 
et G aux anneaux et demi-groupes non commutatifs « intégralement clos », 
c'est-à-dire aux «ordres maximaux » dans le langage d’Asano. Les travaux 
récents de Lesieur et Croisot [13], [14], donnant pour un idéal à gauche d’un 
anneau ou demi-groupe avec zéro, non commutatif, noethérien à gauche, une 
décomposition en idéaux «tertiaires » — remplaçant les idéaux primaires — 
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laissaient espérer qu’on pouvait mener l’entreprise à bonne fin. En effet, en 
utilisant ces travaux, j’établis, au chapitre III, une caractérisation B", générali- 
sant les caractérisations B et B’ des ordres maximaux réguliers, noethériens à 
gauche, et dont tous les éléments non nuls sont simplifiables. 


9. Enfin, dans la ligne, cette fois, des divers travaux auxquels a donné lieu 
la caractérisation A, je montre, au début du chapitre III, comment on peut 
étendre la théorie des éléments « nomaux » de Molinaro aux demi-groupes 
résidués « nomaux » non commutatifs, la nouvelle théorie comprenant comme 
cas particulier la théorie d’Asano [3 |. 

Chacun des trois chapitres peut se lire indépendamment des autres. 


\ 


6. Je tiens à exprimer toute ma gratitude à M. P. Dubreil, rapporteur de 
cette thèse qui, au cours de l'élaboration de ce travail, m'a évité, à plusieurs 
reprises, les chemins sans issue, et dont les encouragements me furent si 
précieux, et à M. de Possel, qui voulut bien me donner un second sujet et qui, 
jadis, guida mes premiers pas dans la recherche. Je voudrais dire aussi le grand 
profit que j'ai retiré de la fréquentation du Séminaire d’Algébre et Théorie des 
nombres, dirigé par MM. P. Dubreil, M.-L. Dubreil-Jacotin, C. Pisot, et des 
contacts que j’ai eus avec MM. Lesieur et Croisot. 

Je suis également heureux de remercier M. G. Julia, Membre de l’Institut, 
qui a présenté mes Notes à l’Académie [24], et M. Favard, Professeur à la 
Faculté des Sciences, qui a bien voulu présider mon jury. 


CHAPITRE I. 


THÉORÈMES DE TRANSFERT EN THÉORIE DES ANNEAUX 


Introduction. 


Par « anneau » nous entendrons dans tout le chapitre « anneau commutatif, 
à élément unité ». 

- Nous nous donnons un anneau À et un suranneau B de A, l’élément unité 
de B étant celui de A. 9 sera un élément de B, entier sur A, sauf mention 
expresse du contraire. Nous cherchons à quelle condition portant sur les poly- 
nomes de A[ x], dont 9 est racine, certaines propriétés de A sont encore vraies 
dans A[ 4]. 

Ainsi on examinera les cas suivants : 


I. Af[0] quasi-local, A l’étant. 
II. A[ 0] normal (c’est-à-dire ncethérien, sans diviseurs de zéro, intégrale- 


ment clos), A l’étant. 
| 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIUI. — Fase. 1. 5 


TS eae L Pe ee 
H si 
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III. A[07] local régulier, A l’étant. 


IV. A[6] intégralement clos dans son anneau complet des quotients, A l’étant, 
6 étant racine d'un polynome unitaire 9(a) de A[æ] et n'étant racine d’aucun 
polynome de A[x] de degré inférieur. Il sera fait, de plus, certaines hypothèses 
simplificatrices sur A. 


Nous nous référons très souvent au Mémoire de M. Nagata | 18 ]. Nous aurons 
besoin des propriétés fondamentales des anneaux locaux réguliers | parties II 
et III], qu’on pourra trouver dans Northcott [ 19 ]. 


I. A [0] quasi local, A l’étant. 


1. Dans cette partie, A est un anneau « quasi-local », c’est-à-dire un anneau 
dont l’ensemble des éléments non inversibles forme un idéal. Celui-ci est alors 
son unique idéal maximal propre. Un anneau quasi-local noethérien est appelé 
un anneau local. Un anneau quasi-local peut être défini comme un anneau 
n'ayant qu'un seul idéal maximal propre: En effet, soit A’ un tel anneau, m’ son 
idéal maximal et a un élément de A’, n’appartenant pas à m’; (a) est égal à A’, 

4 ou bien (a) est compris dans un idéal maximal propre de A’ | dans un anneau A‘ 
ee commutatif, à élément unité, tout idéal propre est contenu dans un idéal 
* maximal (Krull)], c’est-à-dire dans m’. Seule la première hypothèse est possible 

et a est inversible. | 


ra ay” Soit 0 un élément de B, qui ne sera pas obligatoirement entier sur A dans ce 
hee paragraphe. L’anneau A| 4] (c'est-à-dire l'ensemble des S45! dans B, a EA). 
is sera noté aussi A*. Si n désigne l’idéal maximal de A, m* sera l’idéal de A* 
ie formé par les dm}, mem. nm est propre, si, et seulement si, 4 n’est pas 
La Re N 

ane racine d'un polynome de la forme 1 +> mx',m Em (t=o,...,N). A chaque 


polynome f(&)= a+ ax + ae a,x? de A[x], dont 8 est racine (il peut n’y 
avoir que le polynome O) faisons correspondre le polynome 


f(x) = + az +...+ a) æ, 


A PA 
de Le], a; étant la classe de a; dans a 


Ra: a. Premier cas : w* est propre; considérons = 

a me 

ry, | L 0 a ? = 7 A* . 

pu. 1° Sil n'y a pas de /(æ) non nul, — est isomorphe à A fa]. 
Pod 

Pel ts 

* . 

di: 

pe 

A 4 
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29 S'il y a un f(x) non nul, soit o(x) un polynome non nul de plus petit 
degré parmi les f(a) et 


q 
gx) =] [a(~), 
ewe Ah El ae ‘ Role died Lee | ‘fA 
a décomposition de o(a) en facteurs premiers dans AALS = est un corps ). Il 


est facile de vérifier que = À est isomorphe à — AGO) Soit 


DZ) = Bot+...+ B,,æni, Be (on): 


Considérons 
PT) = Bot Bag +... + CEA 


B; étant un représentant de G;. Les idéaux de A* dont l'intersection avec A est m, 
sont au nombre de g, engendrés respectivement par 9;(9) et m(i=1, ..., q). 


b. Deuxième cas : w* n’est pas propre. — Il n’y a pas alors d’idéaux de A* 
propres dont l'intersection avec A est m. Ceci ne peut se produire si 4 est entier 
sur A ([ 18], p. 66, corollaire 1). 


. 514 est entier sur A, nous sommes dans le cas a, 2° précédent. Les seuls 
Ae maximaux de A* sont les idéaux engendrés par m et les 9;(0)(¢=1 ..., q), 


A* 
dans A*: en effet, soit p’ un idéal maximal dans A*, - est un corps entier sur 


ns Or, ceci entraîne que x à x est un corps ar: p. 66, lemme 3). 


p'NA rest autre que m, p’ ae ee 3 a par suite un des idéaux maximaux 
déjà trouvés. On déduit de là : 


Taéorème. — A* est quasi-local si, et seulement si, la décomposition de o(x) 
A 7 2 ee Fal RACE . A ; 
dans = [x] est oa) =¢ (ax), 9'(a) étant irréductible dans — [æ] et À étant un 
entier naturel. 
Remarque : 1° Tout sous-anneau de A* contenant A est quasi-local. 


2° Si A* est un anneau quasi-local, extension entière d’un anneau A, celui-ci 
est nécessairement quasi-local. 


3° Supposons que 4 soit racine d’un polynome 


Va) wae ait. + an 


à coefficient dans A et que 9 ne soit racine d'aucun polynome de degré inférieur. 
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Alors, on peut prendre g(æ) = (a). En effet, tous les polynomes de A[ax], 
dont 9 est racine, sont multiples de }(a). Supposons que ?(æ) provienne 
de (x), on aura MES 

g(x) =A(x) p(x) et = F(z) = A(x) H(z), 


le degré de o(x) étant supérieur ou égal à celui de (a). D’après le choix 
de (x), o(a) et U(x) ont le même degré. 


IL. — A[ 6] normal, A l’étant. 


1. Norarrons. — A est ici un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro, 
intégralement clos, plongé dans un anneau B, sans diviseurs de zéro. Soit un 
élément de B, entier sur A. Comme dans la partie I, A[0] sera aussi noté A”. 


6 est alors racine d’un polynome unitaire (a) de A[a], irréductible dans A(æ) - 


A étant le corps des quotients de A. 

o(æ) sera appelé le polynome caractéristique de 4 sur A. Soit n son degré. 
Nous cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que A” soit intégra- 
lement clos. Nous terminons par quelques applications. 


2. RaPpez. — a. Étant donnés un anneau noethérien A’ et un idéal premier p 
de A’, formons toutes les suites croissantes d’idéaux premiers de A’, distincts et 
strictement compris dans p. Il existe un nombre entier r positif ou nul, 
tel qu'il existe une suite ayant r termes-et qu'il n’existe pas de suite ayant 
r +1 termes. Le nombre r est appelé le rang de p. 

Le plus grand nombre r qu'on puisse ainsi trouver dans A’ est appelé la 
dimension de A’. 


b. S étant un ensemble multiplicativement stable d’éléments de A’, ne conte- 
nant pas o, A’ étant ici un anneau sans diviseurs de zéro quelconque, on 


, : gr, = : À : 
notera A, l’anneau ensemble des fractions =? où a’ appartient à A’ et saS. 


Ainsi, sip est un idéal premier de A’, on peut considérer l’ensemble S—A'—p 
et l'anneau Ax, noté aussi dans ce cas A'p. 


ce’ On sait que ([18], p. 75, corollaire 1) : un anneau noethérien /\ sans 
diviseurs de zéro, est intégralement clos si, et seulement si, les deux conditions 
suivantes sont réalisées : 


(Hi) : Pour chaque idéal premier p de A de rang 1, Ap est intégralement clos; 
| (H2) : Chaque idéal principal de A n’a pas d’idéaux premiers essentiels 
immergés (*). 
en RE RE LR Sd M PL CEE, 

(?) C'est la caractérisation notée « caractérisation B » dans l'introduction. 
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Remarque. — Si A n'a que des idéaux premiers, non nuls, de rang 1, la 
condition nécessaire et suffisante précédente se réduit à la condition (H, ) 


Lemme. — Soient A un anneau, sans diviseurs de zéro, intégralement clos, dans 
son corps des quotients A, et S un ensemble multiplicativement stable de A, ne 
[ag ? s ‘a 
contenant pas zéro, l’anneau Ag est intégralement clos dans son corps des 
quotients A. 


Soit wun élément de A, entier sur Ag 
a; 
u®+- bu" — ...+ b,=0, avec b= — (Sa ES, agEA, i=1, ..:,n) 
i 


Considérons 8 = us,...s, : 
Br cB"! +... + coh = 0, C= OSes.) (he Ne): 


Les c; appartiennent à A, B appartient à A et wa Ag. 


4. Soit p* un idéal premier de rang 1 de A* et soit ph A — p. p est un idéal 
premier de rang 1 ([18 |, p. 72, propos. 2). D'ailleurs, si p est un idéal premier 
de rang 1 de A, il existe au moins un idéal premier p* de A*, tel que pPhA—p 
et p* est alors de rang 1. 

Posons, p étant un idéal premier de rang 1 de A, S — À — 9, et considérons 
[| A[9]], : d’après (IT, 3), cet anneau est intégralement clos, si A* l’est. Mais 
[ A[9]];==Ags[ 9], le polynome caractéristique de 9 sur A, étant toujours o(x). 
Done, si A* est intégralement clos, A$[0] l’est aussi pour tout S relatif à un 
idéal premier de rang 1 de A. | 

Réciproquement, si Ag[ 4] est intégralement clos, S =A — p, p idéal premier 
de rang 1 de A, il en est de même de A$,, où S*— A*—p*, p* étant un idéal 
premier de A, dont l'intersection avec A est p, car nous pouvons écrire 


As, = ([A[@]]s)se=[As[ 9] ]s+- 


Il suffit alors d’appliquer le lemme de (II, 3). 

Ainsi, une condition nécessaire pour que A* soit intégralement clos est que 
pour tout idéal premier p de rang 1 de A, et S—A—p, A,[9] soit intégrale 
ment clos et cette condition, si elle est réalisée, entraîne que la condition (H, ) 
est réalisée dans A*. 


5. Considérons donc, étant donné S — À — p, p étant un idéal premier de 
rang 1 de A, As[ 9]: 


A,[0] est une extension entière, sans diviseurs de zéro, de l’anneau local 
régulier de dimension 1, As. C'est un anneau semi-local d’idéaux maximaux 
p;=(i=1, ..., 7) engendrés respectivement par 9;(8) et ps, ps désignant 
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rie A 1 
l'idéal maximal de Ag, la décomposition de 9(æ) modulo ps, dans Le] étant 


q 
ps “I gs (æ), 


o;(a) étant irréductible dans © — cel (voir I, 1 et 2, et I, 2, remarque 3). 


Si op, est irréductible dans vs [x], alors A4[ 0 ] est local régulier de dimen- 


sion 1, son idéal maximal étant engendré par un générateur u de ps. Donc A,[0] 
est PA clos. | 

Si ops n’est pas irréductible, et a la décomposition ci-dessus, quelle est la 
condition pour que A,[ 0 | soit intégralement clos? 


6. Soit un facteur 5;(x), d’exposant «;— 1 dans la décomposition précédente 
de Ops(x) et soit, u étant, comme ci-dessus, le générateur de ps, 


q 
o(æx) =|] OF (x) +up(x). 


t=4 


u(a) étant un polynome de A,[ax], de degré n—1 au plus. Posons S; = As—p; 
et considérons (A): : c’est un anneau local de dimension 1 d’idéal maximal 
p., dont une base est [u, 9;(9)]. Mais comme 


—up(0) 


Teo 


j£i 


9i(8) = 


u est une base. 

(As )s+ est donc régulier et, par suite, intégralement clos. 

Considérons maintenant un facteur 9;(a), d’exposant «; > 1 et supposons A,[0] 
intégralement clos : c’est alors un anneau semi-local, de Dedekind, donc à 
idéaux tous principaux ([18, p. 74, propos. 1). En particulier, p; est engendré 
par un certain élément À (0) et l’on a ®:(0)— 2(0)X'(0), X'(0) étant un élément 
de As. Démontrons que À/(0) est inversible : 

Si \'(0) n’était pas inversible, il appartiendrajt à un p;. Comme 4, (0) n’appar- 
tient pas a p> pour 7 <t, (0) appartiendrait à p:. Mais n ’oublions pas que, 


dans A$/psAs, (0) et A’(0) sont multiples de 9(9), 4 désignant la classe de 0 
dans A§/p,Ag. On aurait donc 


(8) = 9} (0) $(6), b¢ 0 )EAS/ps AS. ; 


ie) ene) Te en i (x) Y(æ), 


Par suite, 
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avec un certain polynome 4(2#) appartenant à AST 1. 
HS 


Le premier membre s'écrit 


Ladie)] 


! . . 
Cpe Op Sitka et aie op — 


avec 


9:(a) devrait diviser la quantité entre crochets, ce qui n’est pas, puisque «, est 
supérieur ou égal à 1. 
1'(0) est done inversible, et l’on peut engendrer p; par 9,(0) dans le 


cas a; >I. 


Mais alors, dans 
7 
9(x) = Tete) + up (2), 

(fen! 

faisons 2 = 0 : 1(0) n’est pas dans p;, car autrement u.(9) = 9,(8) (9), où 
Y(0) = a+... + An 07, ME As (2 2 Oy sy mea) 
9 serait racine du polynome de A,[a | non identiquement nul de degré inférieur 
an 
q 


[ i otk (2) eu (ao Oe). sb ayia), 
ft 


où a, a la valeur précisée plus haut. C’est impossible. Donc, si As[ 4] est inté- 
gralement clos, (0) n'appartient à aucun p,, pour z, tel que à; est supérieur a1. 


7. Nous allons montrer que : 


Réciproquement, si (9) n'appartient a aucun p;, pour z, tel que «; est 
supérieur à 1, A,[ 0 | est intégralement clos. 
En effet, soit d’abord 7, tel que «;—1. Nous avons vu (II, 6) que (Ass: est 


intégralement clos. 
Soit, ensuite, 7, tel que «; > 1. Une base de (9; )s: est[u, 9,(9)], mais si u(0) 
n ’appartient pas à p;, on peut écrire 


Ie (9) 
ear A NE 
et, par suite, p;,, est engendré dans (A§)s par 9;(9), et (As): est local régulier 


de dimension 1, donc intégralement clos. 
Ainsi As[ 6] est intégralement clos, d’après la remarque de (II, 2). 


1 


| 
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8. Essayons d’exprimer la condition « (0) n'appartient pas à p; », à l’aide; 
du polynome p.(a) et même à l’aide de (x). +: 
p: étant engendré par 9,(9) et u, u.(0) appartient à p: si, et seulement si, il 
existe A(0) dans Ag et p,(0) dans psAg, tels que 
(8) = 2(9) g:(9) + ps (9). 
De façon générale, si 


Sf (8) = ao + M0 +...+ an 9"", a,€As (705 ..., A —1), 


appelons f(a) le polynome a,+ ax +...+anæ"*. 
Considérons alors 
b(a) = A(x) (x) + ps(x). 


Le reste de la division de 4(æ) par &;(x+) a tous ses coefficients dans ps. 
Il en est de même du reste de la division de p.(a) par 9;(a). On a en effet, 


Y(x)— px) =n(z) (x), 


n(æ) étant un certain polynome de Ag[ a], puisque (9) — (0) est nul. Nous 
pouvons donc écrire 


q 
B(@) = (x) + | TT wo | + ps(2), 


tA 


ps(æ) étant un polynome a coefficient dans ps. 

Le reste de la division de ».(a) par 9;(a), comme celui de la division de (2) 
et ps(x) par 9;(x) est à coefficients dans ps. 

Réciproquement, s'il en est ainsi, ».[9] appartient bien à p;, mais il revient 
au même de dire que le reste de la division de u(x) par 9;(2) a ses coefficients 
dans ps, ou que le reste de la division de 9(a) par 9;(a) a ses coefficients 
dans ps. 

Donc, une condition nécessaire, pour que A[4] soit intégralement clos, est 


que, pour tout S relatif 4 un idéal premier, p de A de rang 1, on ait la condi- 
tion (C) suivante : 


(C): «Si a; est supérieur ou égal à 2, le reste de la division de o(æ) par 
p:(æ) n’a pas tous ses coefficients dans pi. » | 

De plus, si (C) est réalisée, alors, la condition (H,) est vérifiée dans A[0] 
(IL, 4,). 


9. Nous allons montrer que, si (H,) est vérifiée dans A[0], alors (H,) l’est 


également. Nous nous appuierons sur un théorème de Nagata ([16], p. 76, 
corollaire 4) : 


Soit © un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro, dans lequel (H,) est réalisée. 
St un idéal principal (a) de ©, a un idéal premier essentiel immergé 1, q est aussi 
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un idéal premier essentiel immergé pour (b), b étant un élément non nul quel- 
conque de 4. | 

Supposons que (H,) ne soit pas réalisée dans A*, (H,) l'étant. Il existe a* 
dans A”, tel que (a*) a un idéal premier essentiel immergé q*. Alors pour a, 
non nul, appartenant à 9 NA— 4, g* est un idéal premier essentiel immergé 
de (a)* idéal engendré par a dans A*. Il existe donc b* appartenant à A* et 
n'appartenant pas à (a)*, tel que b* appartient à (a)* : q*. Posons 


B= by+...+ by 071, b,EA (butin 1): 


Il existe un b;, pour certain 7, qui n’appartient pas à (a), idéal engendré par a 
dans A, puisque b* n'appartient pas à (a)*. En particulier, pour tout g, appar- 
tenant aq, bg appartient à (a)* et, par suite, b;q appartient à (a); on remarque, 
en effet, à ce propos, qu'un élément 


OPS Co + On 02, CEA (TES ON Sn =) 


appartient à (a)* si, et seulement si, tous les c; appartiennent à (a). Or, ceci 
montre que (a):q contient effectivement (a), donc que q est compris dans un 
idéal premier de (a). Or, q n’est pas de rang 1, puisqu'il a même rang que 4°. 
C’est impossible, puisque (H,) est réalisée dans A. 


10. En résumé de cette étude, nous pouvons énoncer : 


Tutorkme. — Sort A un anneau à élément unité, noethérien, intégralement clos, 
sans diviseurs de zéro, plongé dans un suranneau R commutatif et sans diviseurs 
de zéro, ayant même unité que A, et soit 0 un élément de B, entier sur A, dont le 
polynome caractéristique sur A est noté 9( 2). 

Soit p un idéal premier de rang 1 de À, posons S = À — p. 

Soit p, l’idéal maximal de Ag. 


Soit Sps(x) le polynome déduit de o(a) par passage aux classes des coefficients, 
Ue 
; =: A A A F 
modulo »s, et soit I] o;'(a) sa décomposition dans [el en facteurs premiers. 
se 
i=1 
Soient 
As 
Ps 


gx) = Poe. Ba, 2” B;e (hein) 


et 
DB) = Bo... + Pr", 


où ; est un représentant dans À, de Bi. 
Alors, pour que A[9] soit intégralement clos, il faut et il suffit, que pour tout 
idéal premier » de rang 1 de À, la condition (C) suivante soit réalisée : 


. (C) : Pour tout 1, tel que a; est supérieur ou égal à 2, le reste de la division 
de o(æ) par ;(x) n’a pas ses coefficients tous dans ps. 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 1. 6 
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Remarque. — Si un idéal premier p est tel que, dans la décomposition de ops, 


il y ait un a; supérieur ou égal à 2, alors g(æ) a une racine double modulo ps. 


Son discriminant d doit être nul modulo ps. Or, d appartient à A et (d) a pour 
idéaux premiers essentiels des idéaux p,, ..., p. de A, tous de rang I. Il suffira 
de vérifier (C) pour ces idéaux premiers ps, ..-, P,- 


A : | 
11. APPLICATION AU CAS OÙ A EST L'ANNEAU DES ENTIERS. — Remarquons d’abord, 


> ies A : ; A 
d’une façon générale, que = est isomorphe au corps des quotients de ae done 
S 
A , . ‘ es i ’ 
à dans le cas où A est l’anneau des entiers, p désignant un idéal premier 


de A. Dans chaque classe de As, il existe un élément de A. On peut done 


S 
relever 9,(x) dans A[æ], au lieu de le relever dans A,[ x], de sorte que la règle 
du paragraphe (II, 10) devient : 


Soit (x) le polynome caractéristique de 0 sur l’anneau des entiers A. Sout 
d= p...p% la décomposition en facteurs premiers du discriminant d de 9( x). 


Désignons par p;=(p;) Vidéal engendré par p; dans A. Soit 9,,)(2) le polynome 


déduit de 9(x) par passage aux classes des coefficients modulo y;, et soit 


Pipi (2) =[]4"(, 
j= 


la décomposition de @, (x) dans = [2], 
Soient | 


qn(e) = Bot... + Ba, x, Bre C0; 74: Vin) 


A 
pi 
el 

pur) = 66 +...+ Bn wm, 


3), étant un représentant dans A de B,. 


Alors, pour que A* soit intégralement clos, il faut, et il suffit, que la condi- 
tion (C) suivante soit réalisée : 


( C) : Le nore de la division de 9(a) par 9j(x) relatif à j et i, tels que x; est 
supérieur ou égal à 2, n'a pas tous ses coefficients multiples de p} (*). 


Exemples. — 1° ®(æ)— ax? — x —1. Le discriminant est 5. On a 


| a — 2—1=(£+ 2)?— 5x —5, 
i ee A SE ons y 
(*) On retrouve ainsi un résultat de Ore ([20], p. 339, th. 4), concernant la théorie des idéaux 


dans la fermeture entière €’ de l’anneau des entiers € dans une extension algébrique finie du corps 


des rationnels, et d'ailleurs dû à Dedekind [6]. Cependant, même dans le cas des nombres, notre 
théorie ne semble pas avoir été faite. À 


LA CONDITION « INTEGRALEMENT CLOS » DANS QUELQUES STRUCTURES ALGEBRIQUES. 43 
et le reste de la division de o(x) par æ + 2 est +5. A[0] est intégralement clos. 
2° o(%) =a" —sx7—4.0na 


o(2)= 2? (mod 2) 


et p(æ)=2— 2x” — 4, divisé par æ, donne comme reste 4 : A[ 4] n’est pas 
intégralement clos. 


12. Apprication au cas A= K[w], K étant un corps algébriquement clos, 
9 étant racine du polynome en y, à coefficients dans K[æ], y"--a,y"™!-+...+ ap, 
irréductible dans K(a)[ y]. 

Désignons par C la courbe plane 


yet ay" +. i+ an = OT, Y) =O. 


Alors la condition du paragraphe (11, 10), pour que A[4] soit intégralement 
clos, est équivalente à la suivante : « C n’a pas de point multiple ». 

Ceci est d’ailleurs bien connu en géométrie algébrique. Soit p un idéal 
premier de A, engendré par 2 — a, a€K. On peut supposer a =o, au besoin 
i, 
& (2) 
ou f(a) et g(x) appartiennent a K[ a], g(a) n'étant pas divisible par x. Si fo 
et g, sont les termes constants de f(x) et g(x), g, non nul, on vérifiera 


en faisant un changement de variable. A, est l'anneau formé des éléments 


que ey modulo py. Done As est isomorphe au corps K. op, s'obtient en 
8(2) 80 Ps 


faisant æ =o dans o(x, y), d'où 


Ps = 7" + ay (617: Se RE An (0) 


et la décomposition dans Ly] c’est-à-dire dans K[y ], est 
S ’ 


q 


[6-2 


del 


où les éléments a; sont dans K, et sont racines de ops, la multiplicité de la 
racine a; étant ;. Les éléments a; sont les ordonnées des points où x=o 
coupe C. Considérons un facteur y — a, d’exposant «; plus grand que 1, s’il y 
y en a. Nous pouvons supposer a;— 0 (en faisant au besoin le changement de 
variable Y = y — a;). Appliquons la condition du paragraphe (II, 10) en remar- 
quant d'abord qu’il n’y a pas de terme constant dans 9(, y) et qu'il n’y a pas 
de terme de la forme by, b appartenant à K non nul. Le reste de la division 
de o(æ, y) par y n’est pas à coefficients multiples de a” si, et seulement si, il 
existe dans 9(a, y) un terme az, a appartenant à K et non nul. 


D'où le résultat énoncé au début. 
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13. Apprication au cas À = K[æ, y], K étant un corps algébriquement fermé, 
et 0 étant racine du polynome en 3, à coefficients dans K[æ, y], irréductible 
dans K(a, y)[ 2]: 

+ a, s+... + dn (2, Y, 3). 


Un raisonnement analogue au précédent montre que la condition du para- 
graphe (IL.10) est équivalente à : « S n’a pas de courbes singulières ». 


Exemple : Si z?= ay, l'anneau correspondant est intégralement clos. 


III. — A[6] local régulier, A 1’étant. 


1. Norations. — A est ici local régulier; uw, ..., u, est une base minimale 
de l'idéal maximal m de A; p est donc la dimension de A. 

Soit B un suranneau de A, commutatif et sans diviseurs de zéro. 9 est un 
élément de B entier sur A. Soit (a) le polynome caractéristique de 0 sur A, 
et soit z son degré; m* est propre (I, 1, a, 2°). De plus, le polynome (x) défini 
en (1,1,a,2°) se déduit du polynome o(x) par passage aux classes modulo m 
des coefficients (I, 2, remarque 3). 

Nous cherchons une condition nécessaire et suffisante pour que A[ 4] soit 
local régulier. A[ 0 ] sera aussi noté A*. 


2. THÉORÈME. — Une condition nécessaire et suffisante pour que A[4]| soit local 
régulier, A l’étant, 9 étant un élément de B, entier sur A, est qu'on ait : 


f (x) = (x), o'(æ) étant irréductible dans Ata], À étant un entier 


naturel plus grand ou égal à 1. 


2° Sth est plus grand que 1, le reste de la division de o(x) par 9'(a) n'a pas 
tous ses coefficients dans w°, 9'(a) étant un polynome de A[ x], de même degré 


que ¢'(x), tel qu’en prenant les classes modulo m de ses coefficients, on 
obtienne 9'(x). 


Premier point. — La condition (1) est équivalente à « A* est local » (I, 2). 
Si À est égal à 1, l'idéal maximal m™ de A* est alors engendré par m dans A*: 


Wy, ..., u, est une base de m'*, et A* étant de dimension p, comme A, est local 
régulier. 


Deuxième point. — Supposons la condition (1) réalisée, et supposons que À 
est supérieur à 1. Démontrons que la condition (2) est réalisée, lorsque A* est 


local régulier, en supposant de plus que A a la dimension 1; u désignera un 
générateur de m. 
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* est engendré par 9/(9) et u. Comme A* est local régulier de dimension 1, 
eus base n’est pas une base minimale de m* : on peut tirer de cette base non 
minimale, une base minimale ayant un seul élément : cet élément ne peut 
être que ®’(0). On peut écrire 


p(æ)=[g(æ)P+up(e), 
p(x) étant un polynome de A[x] de degré n — 1 au plus. Si 4(0) n’était pas 
inversible, on aurait 
(8) = o'(8) A(8), avec À(0)—= a +...+ an 1071, 
dE À ÎLE OS ee oe 
Mais 4 serait racine du polynome non identiquement nul, de degré inférieur à 
Lo" {ay} + U(Ao +... + Ana 2"), 

C'est impossible, et y.(9) est inversible. Or, ceci est équivalent à la condition (2) 
(raisonnement déjà fait en II, 8). 

Troisième point. — Supposons À supérieur à 1, et les conditions (1) et (2) 


réalisées. 
Montrons que, p étant quelconque, A* est local régulier. On peut écrire 


o(2) = 9! (x) A(x) + mot+...+ mg x7," 
mem (CS Ons ein J — 1), 
q étant le degré de 9/(x). 
Supposons que m; nappartienne pas a m° et posons 
Mi= AU t+... + Up G20, .. +9 1). 


Comme m; n'appartient pas à m? il existe pour 1<r—p, un À; n’appartenant 
pas à m; en isolant w, dans 


CE À 


9! (0) 4(0) +} m8 — 0, 


t>0 


il vient 
g(8)2(0) +) Sa ucO+ up (A+. At OI) =o. 
10m 1 
keer 
Posons 
q—1 72) 
A (0) =9'(8) )a(0) +>) Dory, uz. 0%, 
t=D FE 1 
ker 


et remarquons que A(4) appartient à l'idéal (wy, ..., Ups Ur, +++ Ups @'(0)), 
engendré par ces éléments dans A*. 

L'élément 4°+...+-A%*60-* est inversible, puisque À/ n'appartient pas 
am (II, 8). Soit ue (8) son inverse. Alors, on a u,==— p'(9)A(4). Une base de 
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Vidéal maximal n* de A* est (uy, ..., Wa, Uriay - +, Ups '(4)) : elle contient 
p éléments; A* est local régulier. 


Quatrième point. — Il reste à prouver que, la condition (1) étant réalisée, 
et À étant supérieur à 1, la condition (2) est réalisée, lorsque A* est local 
régulier, et lorsque la dimension de A, donc de A*, p, est supérieur à 1. Pour 
p =1, en effet, nous l'avons établi (2° point). Si A* est local régulier, une base 
minimale déduite de (u,, ....u,, 9/(9)) comprend p éléments : un des w,, 
soit up, s'exprime linéairement, en fonction de uw, ..., Ups, o'(0). L'idéal c* 
engendré par w,, ...,u,_,, dans A” est premier, et son intersection avec A est 
de rang p —1 et comprend l’idéal premier ¢ engendré par w,, ..., Up dans A. 

NA est distinct de m, dont le rang est p. 

NA ne peut contenir strictement €, car on aurait dans A la chaîne de p+ 1 
idéaux premiers distincts : (u,), ..., ¢, "NA, m. Ceci est impossible et, par 
suite, “oNnA=. 

Désignons par 9 (+) le polynome déduit du polynome +'(x) par passage aux 


A = rhe j 
classes de - —B, et par 9, le polynome déduit de ¢, en prenant les classes 


' ess : B : B : 
de B modulo n= m/e : ¢, est irréductible dans ~ [a], puisque = est isomorphe 
Es 


nt 
, 6 A paige : is 
Cela étant, B*= — est local régulier, et est extension entière de l’anneau 
Re LE Wee ; 
local régulier B= —, qui est de dimension 1. Sin désigne la classe de 0 modulo ¢*, 


on peut écrire 
B*= B[n]. 


On pourra vérifier que le polynome caractéristique de 7, n’est autre que o.(æ). 


La décomposition de ce polynome dans 2 [a] est 


g(x) =[9'(x)), 
?'(æ) étant irréductible dans BT a] d’après ce que nous avons dit plus haut. De 
l'identité de la division par 9'(a), 
9(x) = (x) A(x) r(x), 
degré de r(æ) < degré de 9/(a), on déduit 
e(%) = px) À (z) + r(x), 


degré de r(æ) < degré de # (x), en prenant les classes, modulo c, des coeffi- 
cients des polynomes. D’après le deuxième point, r.(æ) ne doit pas avoir tous 
ses coefficients dans n°, et ceci entraîne que r(x) n'a pas tous les siens dans m? 

Ainsi, la condition (2) est réalisée. 
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IV. — A0] intégralement clos dans son anneau complet des fractions. 


1. Avant d'aborder le problème qui fait l’objet de cette partie et qui sera 
énoncé au paragraphe 8, il nous faut démontrer les généralisations suivantes 
de résultats figurant dans [18 |. 


Résultat R,. — Un anneau © noethérien est intégralement clos dans son 
anneau complet des fractions © si, et seulement si : 


(H,) : Pour tout idéal premier p, de rang 1, de ©, contenant un élément non 
diviseur de zéro, © p est un anneau local régulier de dimension 1. 


(H,) : @ étant un élément de ©, qui n’est pas un diviseur de zéro, (a) n’a 
pas d’idéaux premiers essentiels immergés (cf. II, 2). 


Résultat R,. — Soit un anneau noethérien ©. Supposons que pour chaque 
idéal premier p, de rang 1, de ©, contenant un élément non diviseur de zéro, 
©» est intégralement clos. Si un idéal principal (a), a n’étant pas diviseur de 
zéro dans ©, a un idéal premier essentiel immergé q, (b) admet un idéal 
premier essentiel immergé, b étant un élément non diviseur de zéro de q, 
([18 |, p. 76, corollaire 4; cf. II, 9). 


2. Rarpez. — a. Soit (0) = EN 9, 4; étant p-primaire (1—1, ...,r). Pour 
141 


qu'un élément de © soit diviseur de zéro, il faut, et il suffit, qu'il appartienne 
à un p;. 


b. Si © ne contient que des éléments inversibles ou diviseurs de zéro, il est 


confondu avec ©, donc intégralement clos. Dans la suite, nous supposerons 
toujours qu'il existe dans O un élément non diviseur de zéro, et non inversible. 


c. Supposons que l'élément a de © ne soit pas diviseur de zéro, et 
soit Q — u, un élément entier sur ©, alors il existe / non diviseur de zéro 
a | 


dans ®, tel que pour tout entier naturel p, u”l appartienne a ©. (Si u est 
racine du polynome à coefficients dans A, a+ ax" !+...+a,, on peut 
prendre {= a"*.) 


d. Réciproquement ([18], p. 67, corollaire 3) : Soit © un anneau noethe- 
rien, sous-anneau d’un anneau ®’ et soit b appartenant à ©’. S'il existe un 
élément a de ©, qui n’est pas diviseur de zéro dans ©’, tel que ab” appartienne 
à O, quel que soit l’entier naturel », alors b est entier sur ©. 
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3. Soit un élément a non diviseur de zéro dans un anneau local noethérien ©, 
. . x rs b 
d’idéal maximal y, de rang supérieur à x, et soit b appartenant à (a): p, alors = 
est entier sur ©. (Généralisation du lemme { de [18], p. 74.) 
. à : b 5 : 4 5 
Soit A appartenant a p et soit c= A. D'après le choix de b, c appartient 


à ©. Supposons que c n’appartienne pas à p. Alors (a) = (6h). Ceci entraine 
que b et h ne sont pas diviseurs de zéro. Il existe un idéal premier essentiel 
minimal p’ de (A) de rang 1 [le rang d’un idéal principal dans un anneau 
noethérien est au plus 1, et comme ici / n’est pas diviseur de zéro, il ne peut 
appartenir à aucun idéal premier essentiel de (o)]. Comme p n’est pas de rang 1, 
yp’ est différent de p. a appartient à p’ et, p’ étant de rang 1, est idéal premier 
essentiel de (a). 

Soit q’ la composante p'-primaire de (a) (bien déterminée, puisque p’ est 
minimal); puisque p est différent de p’, q’: pq’ et, par suite, b appartient 
aq’. Alors, (a) —(bh) montre que 

q' Op’ = 49'y' OF, 


ce qui est une contradiction du corollaire 1 de la proposition 1 du chapitre 
J-radical de [18], parce que p’@p’ est le J-radical de Op’. Nous voyons que c 


; : : bi : à : 
appartient a p et de là que (2) h appartient à p, pour tout entier naturel 7. 


Comme on peut prendre À non diviseur de zéro dans ©, donc dans ©, : est 
entier sur ® (IV, 2, d). 


4. Soit un élément a non diviseur de zéro d’un anneau noethérien ©. Si (a) a 
un idéal premier essentiel immergé, il existe b non nul, appartenant à ©, tel 


b ; b : : 
que = est entier sur ©, et tel que = n'appartient pas à ©. Réciproquement, s'il 


existe un tel élément b, ou bien il existe un idéal premier essentiel » de rang 1 
de (a), tel que Op rest pas intégralement clos, ou bien (a) a un idéal premier 
essentiel immergé. (Généralisation de [18 |, propos. 2, p. 75.) 


Supposons que (a) ait un idéal premier essentiel immergé 4. Formons 
l’anneau des fractions @q : on l’obtient ainsi : on fait d’abord l’homo- 
morphisme 


ion: o> —2®, 
x 


w étant l'intersection des composantes primaires de (o) contenues dans gq. 
° rd 1. ; : Pts Ba 2 
Soit q/= ; Ensuite, on prend l’anneau ordinaire des fractions O'aq'. C’est cet 


anneau qu'on appelle aussi © q. Remarquons que q est de rang supérieur à 1, 
car il ne peut être de rang 1, (a) ayant alors un idéal premier essentiel de 
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rang, 0 ce qui ne peut être (IV, 2, a) : donc q@q noté aussi q’Oq’, est de rang 
supérieur a 1. Il existe D” appartenant à O'q/, et Aa’ Og! :9'O'g’ et n’apparte- 
nant pas à a'O'q!, a’ étant la classe de a dans ©’. a’ n’est pas diviseur de zéro 
dans ©’, car, autrement il existerait À n’appartenant pas an, tel que aA appar- 
tienne à n; avec les notations de (IV, 2, a) À n'appartient pas, par exemple, 
aq, et, par suite, a appartiendrait à p,, ce qui nest pas (IV, 2, a). D'après le 
paragraphe (IV, 3), = est entier sur ©'y’, et n'appartient pas à ©’! 


b" \n €! b! n—1 nl 

fl 1 
al ) Sa + =O, 
| RUE) Sy 


Men 20)! pre e0 LR Un). 


On peut supposer 
C x 
be Tele O's, sites 


Posons 


! Al 
nc; 


D ADP 
Dé is 


4 : : bee : : 
a est entier sur ©’. Donc, pour tout entier naturel p, (3) l'appartient à ©’, 


pour un /’ qu'on peut prendre égal à a’ (IV, 2, C). Si donc, b, et J sont des 
représentants dans © de b’, l’, on peut écrire 


OT = GP cp Ny, cpEe®, Np EN. 


Soient, par numération convenable, q;,,, ..., 4,, les idéaux primaires de (0) 
non compris dans q, donc rencontrant S = © — q; soit m; un élément de 


4 
MAO ET, 2, 1) et HUE Î | m;. 


j=i+1 
mn est nul pour tout nEu, m n'étant pas nul, puisque S est multiplicativement 
fermé, et ne contient pas zéro. Donc, 
(mb;}? l= ar d,, d,e ©. 


mb, 


Comme on peut prendre /=a’', non diviseur dans © et dans ©, est 


; b . : ZO, 
entier sur © (IV, 2, d). Supposons que a appartienne a O, alors “a appar- 


F h' ; soe ee . b AIT 
tient à ©’, m' appartient aS’, appartiendrait à ©’q’, et aussi 7? ce qui n est 
pas. Il suffit, alors, de prendre b= mb,. 

Pour la deuxième partie du théorème, £ est entier sur © et n'appartient pas 


à ©. Soient a,, ..., ax, les idéaux premiers essentiels de (a). Ils sont tous 
minimaux par hypothèse, donc de rang r. 


Moke: b 
Soit (a) = Ain... NA, A; étant a;-primaire Ms} Puisque - est 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 1. 7 
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entier sur ©, Z est entier sur © a; | n, étant intersection des idéaux primaires 
a ; 
de (o) contenu dans a;, 2’ désigne la classe de æ modulo n; |. 
b'Oa; est contenu dans a Oa—A;Oa, et, par suite, b’ appartient a 
\'Oa;AO'=A,. Donc, b appartient a (Aj, u;) = À;, et ce pour 7=I,..., h. 
Done b appartient à (a). Il y a contradiction. 


5. Si © est intégralement clos dans ©, et si p est un idéal premier de 
rang 1, contenant un élément non diviseur de zéro, Op est un anneau local 
régulier de dimension 1 [19]. 


6. La condition (H!,) est nécessaire d’après la première partie du lemme du 
paragraphe (IV, 4). 

La condition (H;) est nécessaire d’après (IV, 5). 

Les conditions (H',) et (H,) sont suffisantes d’après la deuxième partie du 
lemme du paragraphe (IV, 4). 

La proposition R, est donc établie (IV, 1). 


‘7. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION R,. — Soit b un élément non diviseur de 
zéro, autre que a, appartenant à q. Considérons ©’q/= © q. Soit d’ apparte- 
nant à a ©’ :4/©’q' et n’appartenant pas à a’ ©'4'; s n'appartient pas à ©'q’ 
et est entier sur O’q (IV, 3) [remarquer en passant que a’ et b' ne sont pas 
diviseurs de zéro dans ©’, démonstration déjà faite en (IV, 4)]. 

d' 
AU APS: ; heh 

Soit c'— —b'; c' appartient à Og’. 


d' J ij “ a Ê i 
7= ae montre que 5 est entier sur ©’q’ et qu'il n’appartient pas à ©'’q/. 


Alors, un raisonnement déjà fait à la première partie du paragraphe (IV, 4) 
montre qu’il existe un élément 5 n'appartenant pas à © et entier sur © (e€ ©). 
D'après le théorème du paragraphe (IV, 4), (b) admet un idéal premier essen- 


tiel immergé. 


8. Nous sommes maintenant en mesure d'aborder le problème qui fait l'objet 
de cette quatrième partie. | 


À est ici un anneau avec diviseurs de zéro, noethérien intégralement clos, dans 
son anneau complet des fractions et de dimension supérieur ou égal à 1. 
A vérifie, de plus, les hypothèses suivantes : 


1° Les idéaux premiers essentiels de (o) sont tous minimaux:; 
2° Appelons idéal utile, un idéal premier essentiel de (o), contenu dans un 


idéal premier de rang 1 de A. Alors, si n est un idéal utile, À est intégralement 
( 


clos. Soit B un suranneau de A, commutatif, dont l'élément unité est celui 
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de A et soit 0 un élément de B, racine d’un polynome unitaire o(x), à coeffi- 
cients dans A, 0 n'étant racine d'aucun polynome de A[x] de degré inférieur à 
celui de g(a), noté n. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour 
que A[0], noté aussi A*, soit intégralement clos. 


9. TOUT EAL PREMIER DE RANG 1 DE A* A POUR RESTRICTION DANS À UN IDEAL PREMIER 
DE RANG 1. — En effet, soit un idéal premier p*, de rang 1, de A*, p>nA=p est 
un idéal premier de A de rang supérieur ou égal à 1. p contient donc un 
élément a non diviseur de zéro, qui est non diviseur de zéro dans A* (utiliser 
le fait que A* est un A-module libre). 4A* admet p* comme idéal premier 
essentiel, donc aA* : p* comprend effectivement aA* : il existe 


RE Le CNRS A EP: Lee avec b;E€A (TR D ahs Zot 


et avec un 6, pour o<k—~n—1, qui n'appartient pas a aA, tel que b*p* 
appartient à aA“, pour tout p* appartenant à p*. En particulier, b*p appartient 
à aA”, pour tout p appartenant à p et b,p appartient à aA pour tout p apparte- 
nant ap. Ceci entraîne que p est compris dans un idéal premier essentiel de aA 
et, à cause de (H,), que p est de rang 1. 


10. Tour IDÉAL UTILE DE A* A POUR RESTRICTION UN IDEAL UTILE DE A. — Soit, 
en effet, n° un idéal utile de A*, compris donc dans l'idéal premier de 
rang 1,p. L'idéal p — p'NA est premier de rang 1 (IV, 9) contenant n =" NA, 
nécessairement de rang o. Ainsi, w est un idéal utile de A. La réciproque 
résultera de la démonstration qui suit (IV, 12). 


11. Soit n un idéal utile de A. 
Posons S — À — n. 


* 


P 3 ; A + A 
Considérons Ag. Ag s’obtiendra en faisant d’abord l’homomorphie a: A =; 


n étant égal à n A* | remarquer que n est la composante primaire de (o) relative 


à n, dans A |, puis en prenant les fractions au sens ordinaire par a(S) 
A 


Aj= (Aion (510). = Asl 0") 
où 0* est racine de 9,(a) déduit de ?(x) par passage aux classes modulo n des 
coefficients, 0* n’étant racine d’aucun polynome de * [a] de degré inférieur. Ag 
est le corps des fractions de a Les idéaux primaires de A* dont l’intersection 


avec A est 1, sont en correspondance biunivoque avec les idéaux primaires de (0) 
dans A,[6*]. Ils sont donnés par la décomposition dans A4[ a | de o,(æ) (I, 1). Soit 


! 


9, (ZT) =] 1/0) ; 


t=1 


x 


\ : ae | ee : + F' 7 Pe EEK > oA 
i ’ ak, FER ‘4 & 

1 
‘ ; 1 


4 
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| | A | 
puisque 2 est intégralement clos par hypothèse, les /;(a) sont dans =[æ]. 


Les r, idéaux premiers dont l'intersection avec A est n, sont engendrés respec- 
tivement par J,(0) et n (i—1, ..., Tr, fi(æ) étant un polynome relevant 


dans A[ x] le polynome /;(2) de Ara]. 


12. Voyons maintenant comment sont obtenus les idéaux premiers de A* de 
rang 1, ayant l’idéal p pour restriction à A. Appelons n l'idéal premier de (o) 
contenu dans p. …n est la composante primaire de (0) relative à n. Les idéaux de 
rang 1, premiers, dont l'intersection avec A est p, sont en correspondance 
biunivoque avec les idéaux premiers de Ag, S=A—p, dont l'intersection 


ya 


: [x], done par 


avec A, est ps, sont donnés par la décomposition de +,(x) dans : 


pe A 
les décompositions de f:(æ) dans Le 

On trouvera donc toujours un idéal premier de rang 1 de A*, contenant l'idéal 
premier n*, engendré par f; (9) et nu dans A*, dont l’intersection avec A est n : 


Tout idéal premier de A*, dont la restriction à A est un idéal utile de A, est un 
idéal utile de A*. 


13. Supposons A* intégralement clos. L'idéal premier n* de A*, engendré 
par /, (0) et n, idéal utile de A, est un idéal utile de A* : la composante pri- 
maire de (0) relative à n* est n* lui-même. Il n’y a donc pas d’idéaux n*-primaires 
distincts de n* dans A* et ceci a lieu si, et seulement si, p;—1 (définition de p; 
en IV,11). Par ailleurs, p* étant un idéal premier de A*, dont l'intersection 
avec A est l'idéal premier p de rang 1, contenant n, p* est un idéal de rang 1, 
qui ne doit contenir qu'un seul idéal premier essentiel de (0), dont l’inter- 
section avec A est obligatoirement n. 


Ceci a lieu si, et seulement si, en posant S— A — p, /® désignant le poly-. 
He ASE 

nome déduit de /:(æ) par passage aux classes des coefficients dans —, fS et 
| varie 


fŸ n’ont pas dé facteurs en commun pour tout ¢, 1111) 


14. Soit, enfin, p* un idéal premier de A* de rang 1, contenant un seul idéal 
premier essentiel de (0), n', qui est aussi la composante primaire de (o) rela- 
tive à n” lui-même. Posons S*— A*— p*, et considérons A 


¥ . 
S* 2 


A* 


Ar ge: Er 
Or, = = :[0*], le polynome caractéristique de 0* sur - étant /;(a), n* étant 
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engendré par /;(0) et n. On peut écrire 


Rea Song 3 
EL pi AC il, = (Ag| 0 Ds 
ù : 
(on pose S= A — p, avec p= p*N A). 
Yi ee ae Me PE 4 
Soit ps l'idéal = As|0"] et soit 

Ss— As[ 0] — ps. 

Comme Sg contient = on peut écrire 
RS in (ChB Elias | = (As*)s¢- 
n* [si 

Si A* est supposé intégralement clos, Ag, l’est d’après la condition (H) et, par 
suite, aussi (A,[9*]),.. Comme ceci a lieu pour tous les idéaux premiers p* 
de A*, contenant n‘, dont l'intersection avec A est p, on peut voir (II, 2, 
remarque) que A,[ 0*] est intégralement clos. 

Donc, pour que A* soit intégralement clos, il est nécessaire que p étant un 
idéal premier de rang 1 de A quelconque, dont on appelle n l'idéal utile, et S 
étant égal à A —p, A.[a]/(fi(v))(c=1, ..., Tn) soit intégralement clos. 

Si cette condition est réalisée, la condition (H\ ) est réalisée dans A*. 


Si la condition (H°) est réalisée dans A*, un raisonnement, utilisant R,, 
analogue à celui du paragraphe (II, 8) montre que la condition (H, ) l’est aussi. 


15. On peut donc énoncer : 


. Pour que A[4] soit intégralement clos, sous les hypothèses énoncées au 
paragraphe (IV, 8) il faut, etil suffit, que les conditions C,, C,, C, suivantes soit 
simultanément réalisées : 


C, : n étant un idéal utile quelconque, 


Mn 


on(z) =] [A(2), 
= A1 


) . A | ‘ 
fi(æ) appartenant a à [x]. et étant irréductible dans ~[a](v=1, ..., ra). 

C, : Si f(x) désigne ce que devient /:(æ) modulo ps, S = A — p, p étant un 

idéal premier quelconque de rang 1 de A, dont on note n l'idéal utile; f(x) 


et FE) n’ont pas de facteur commun dans * [2], pour tout z et j variant de 1 


ar (je 
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Cy SLi) =] 15; (x) est la décomposition de f*(æ) en facteurs pre- 
Kes 


miers dans [ae] et g(a) se relevant en polynome g;(æ), de même degré 


que gx(æ), dd As [~], le reste de la division de fi(æ) par un gx(æ) relatif à 
UN ax a aes à 1, n’a pas tous ses coefficients dans ps. 


CHAPITRE IT. 


DEMI-GROUPES NOETHÉRIENS. 
CARACTÉRISATIONS DES DEMI-GROUPES NOETHÉRIENS INTÉGRALEMENT CLOS. 
EXTENSIONS ENTIÈRES. 


Introduction. 


Dans ce chapitre, nous appellerons demi-groupe noethérien, un demi-groupe D 
abélien, à élément unité et vérifiant la condition de chaîne ascendante pour les 
idéaux. Le but de ce chapitre est d'utiliser des méthodes de théorie des anneaux 
noethériens (anneaux de fractions, théorème d’intersection de Krull, décompo - 
sition en idéaux primaires, etc.) pour obtenir des théorèmes sur le rang des | 
idéaux de D et surtout des caractérisations B’ et C’, analogues respectivement 
aux caractérisations B et C dont il est question dans l'introduction de cette 
thèse. Une application de la caractérisation B’ est donnée. Rappelons que la 
décomposition en idéaux primaires est valable dans D [23]. 


|. — Préliminaire I : Demi-groupe généralisé des fractions, 
selon un sous-demi-groupe S ne contenant pas zéro d’un demi-groupe abélien D. 


1. Rapper. — Soit D un demi-groupe abélien. L'opération du demi-groupe fait 
correspondre à a€D, bED, |’ élément ab — ba de D, appelé produit de a par b. 
Cette opération sera appelée multiplication. 

Soit S un sous-demi-groupe de D ne contenant que des éléments simplifiables. 


Considérons dans le demi-groupe @ des couples (a, s), a€D, sES, avec la loi 
de composition 


(2, se, she (ans), a eD, s'eS, 
la relation d'équivalence R, régulière pour cette loi 


a, a ED; s, s' ES; (ass) Ra; s') sal = sa. 


if 
Notons “ — la lue contenant (a, s).-Le produit des deux classes “ = < noté 


“|S 
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4 ek 242? ’ Teed ACA er 
est la classe contenant (aa’, ss’) c'est-à-dire -,r' Lensemble de ces classes avec 


l'opération que nous venons de définir est un demi-groupe noté D, : on 
@ > : ‘n° SA : 
a D, — AL Sl l’on identifie - avec a, D, contient D (*). 


Ss 

Remarque. — D est le demi-groupe des fractions (au sens ordinaire) de D 
selon S. Si S est le sous-demi-groupe des éléments simplifiables de D, D, est 
appelé le demi-groupe complet des fractions de D. 


2. Proposirion 1. — Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux 
premiers (respectivement primaires) de D ne rencontrant pas S et les idéaux pre- 
miers (respectivement primaires) de Ds. En outre si D est noethérien, D, l’est. 


Nous ferons la démonstration dans le cas de la correspondance entre idéaux 
premiers, la démonstration étant analogue dans le cas des idéaux primaires. 
Soit p un idéal premier de D ne rencontrant pas S; ps désigne lidéal pD, 


de D,, formé de toutes les fractions L,pey, sES. L'idéal ps est premier, car 


aa fe 
EPS = 5 EPs (donc ap), 
entraine 

ad’ _ Pp w 


5. st? LE à 


ES et aa's"= pss' Ey. 
Comme as" n’appartient pas ap, on en déduit, p étant premier, 


aeyp et = ES Ps- 


psND— : en effet, 


=i, AED entraîné sA=p, Ep. 


a [RS 


Soit p un idéal premier de Dg. 

Posons pNnD—p. p est premier et ne rencontre pas S, puisque pD, est 
contenue dans p, supposé propre, c’est-à-dire distinct de D,. 

Montrons que pD;= p. Soit 


[A 
PE?, p= aeD, ses. 


Onasp—a et a appartient apND —p. : Re 
Enfin, si c est un idéal de DS, c—=cND est un idéal de D etc = c Dg, carver 
s écrit 


ja ieD, ses et SE 


(*) Pour plus de détails, on pourra se reporter à [7], p. 266 et suiv. 
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de sorte que Z appartient à = cD. Il est alors évident que si D vérilie la con- 


dition de chaîne ascendante pour les idéaux, il en est de même de D. 


3. Supposons maintenant que S contienne des éléments non simplifiables, 


sans toutefois contenir le zéro de D, s’il existe. Considérons la relation 2 


définie dans D 
æ, yED, æÈir=15,ses$, tel que sz=sy. 
C’est bien une relation d’équivalence ; vérifions, par exemple, la transitivité 
aty= 4s, séS, telque sx=sy, 
ylse fs’, ES, tel que “sr —=s 7, 
d'où 
$8 cpl ya o's (ety are si 


Lest régulière pour la multiplication, car 


ziy, WseD entraîne szæ—5szy, donc zx Zzy. 


Notons x la classe de x; appelons x.y, produit des classes x et y, la classe 
contenant æy. L'ensemble D des classes d’équivalences, muni de cette loi de 
composition, est un demi-groupe D = DS. 

Remarque 1. — Soit S le sous-demi-groupe de D formé par les classes des élé- 
ments de S, S est formé d'éléments simplifiables dans D. 

En effet, soit s.a —5.b et soient s, a, b des représentants de 5, a, b respecti- 
vement; on a sa Ësb. Il existe donc s’ dans S, tel que s’sa=s'sb. Comme ss’ 
appartient à S,onaaËbeta—b. 

Remarquons que si l’on admettait dans S le zéro de D, s’il existe, tous les 
éléments de D seraient congrus à zéro (noté o), car pour tout a, appartenant 


à D, oa — 00; D se réduirait à la classe zéro. 


Remarque 2. — Si a est simplifiable dans D, sa classe a l’est dans D. 
En effet, a.a —a.7 entraîne qu il existe un éléments de S, tel que sax = say, 
et, par suite, a étant simplifiable, sa = sy, c’est-à-dire x = y; aest simplifiable. 


Proposition 2. — Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux pre- 
miers (respectivement primaires) de D ne rencontrant pas § et les idéaux premiers 
(respectivement primaires) de D ne rencontrant pas S. Si D est noethérien, D l’est. 


Nous ne ferons la démonstration que pour la correspondance entre idéaux 
premiers : 


Premier point. — À un idéal premier p de D de rencontrant pas S, corres- 
pond un idéal premier p de D ne rencontrant pas S : soit p l’ensemble des 
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classes des éléments p appartenant ap; p est un idéal de D et p ne rencontre 
pas S, car s€p entraine qu'il existe un élément s " appartenant à S et un 
élément p appartenant à p, tels que, s étant un représentant dans S des, ss — s'p, 
ce qui est impossible, p ne rencontrant pas S. Enfin, p est premier, car a.bep, 
a, bED, agp, entraine sab = sp, pep, sES. Done sab appartient à p, et, 
puisque sa n'appartient pas à p, on déduit bep et bep. 


Deuxième point. — A tout idéal premier p de D ne rencontrant pas S, corres- 
pond un idéal premier p de D ne rencontrant pas S. 

Désignons par p l’ensemble de tous les éléments de D dont la classe est 
dans p : c'est un idéal de D, car Ap, pep, AED appartient à p, puisque 
Ap=h.p ep. D'autre part, p ne rencontre évidemment pas S. Enfin, p est pre- 
mier, car abep, a, bED, ap entraine a.bep, a€yp et, par suite, p étant 
premier, bep, c'est-à-dire bep. 

Remarquons que si p et 4 sont deux idéaux premiers de D distincts et ne 
rencontrant pas S, les idéaux p et 4 correspondants sont évidemment des idéaux 
premiers distincts et ne rencontrant pas S. 


Troisième point. — Si p et q sont des idéaux premicrs de D, distincts et ne 
rencontrant pas S, les idéaux p et q définis au premier point, sont distincts. En 
effet, supposons pq, et soit g un élément de q quelconque. Comme q appar- 
tient à p— 1, il existe pep et sES, tels que sp — sq. On a donc sqep et, 
puisque sp, qep. Ainsi agp et de même pCq; p et q ne peuvent être 
distincts. 


Quatrième point. — Enfin, soit ¢ un idéal de D, et soit l’ensemble des élé- 
ments de D dont la classe appartient à €. Alors £ est un idéal de D. Si D est 
noethérien, cest réunion d’un nombre fini d’idéaux principaux, donc aussi € 


et D est noethérien. 


. S n'ayant pas d'éléments non simplifiables (remarque 1, $ 3), on peut 
ae (§ 1) le demi-groupe (au sens ordinaire) des fractions de D selon S 
qu’on notera Ds ou encore D, : on appellera D, le demi-groupe généralisé des 
fractions de D selon S. 

Si S est le complémentaire d’un idéal premier p, D, est alors noté aussi Dp. 
Des propositions 4 et 2 on déduit alors la proposition suivante : 


Proposition 3. — Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux prenuers 
(respectivement primaires) de D ne rencontrant pas 5, et les idéaux premiers 
(respectivement primaires) de Ds. 

En outre, D, est noethérien quand D l’est. 
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Proposition 4. — Soit ¢ un idéal de D et ¢ = { | q;, une décomposition normale 
i141 


de ¢ en idéaux primaires dans D. Soit, de façon générale, b un idéal de D, 
b l'idéal correspondant de D, on notera b D, l'idéal b.Ds. On a alors 


cDs—5.Ds= | Ds (NS = 0) 
et ceci constitue une décomposition normale en idéaux primaires de «D, dans Ds. 


En effet, soit h l'idéal des éléments de D, dont la classe est dans ¢. Ds AD = hb. 


Remarquons d’abord que si 9;, p;-primaire ne rencontre pas S, il en est de 
même de p;. Soit alors 


= + heh, 'sestriés 
On ah.s=i. Il existe donc heb,1er,seSets'es, tels que s’sh=s't. On 
déduit de là que h appartient à tous les 4; ne rencontrant pas S. Supposons que 


la numérotation des q; est telle que pour z=1, ..., 7, g; rencontre S, et que 
pour?=r-+1, ..., 7, g; ne rencontre pas S. On a donc 


n 


Soit LE AL on peut trouver pour j=1, ..., 7, s; dans SfNq;. Soit 


i=r-+1 


r ' 
s=] [5 On a 
Ji 


slecr, donc $/ec 


et / appartient al). Par suite, 


On a alors 


car d’une part, ¢ est contenu dans h, d’autre part, €. D; contient h.Ds. 


Il. — Préliminaire II : La relation Rj. 


D possède un élément unité. On note (a bide alg 
© éal engendré par l’élé 
de D dans D. (a) 5 P élément a 
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1. Dsérinrrion. — Soit un demi-groupe abélien D et n un idéal propre de D. 
Considérons la relation Ri, définie dans D, 


Cr) a, bED, aRyb = (a)Un=(b) Un. 
C'est une relation d’équivalence. 


Autre forme de la définition. — Remarquons que si a (respectivement b) 
appartient à n, b (respectivement a) appartient à n. D’ailleurs, n forme une 


? . 


classe d’équivalenae modulo Rj, : car si à et j appartiennent an, on a bien 
(OR aa (7) rt 


Si a n'appartient pas an, il en est de même de b et (1) équivaut alors à (a) = (0). 
En résumé, (1) peut s’écrire aussi 


(a)= (8) si 4Œn, 


(1°) a, bED, QUE, 3 
ben sl AE. 


Il est facile de voir que R, est régulière pour la multiplication. On peut 
parler, alors, du demi-groupe D'=— D/R;. On peut remarquer que D’ a un zéro 
qui n’est autre que u, car quel que soit a ED’, a'n = n. 


2. Proposrrion 1. — Il y a une correspondance biunivoque entre les idéaux de D 
contenant n et ceux de D’. A des idéaux premiers (respectivement primaires) de D 
contenant n, correspondent des idéaux premiers (respectivement primaires) de D’. 
St D est noethérien, D' l’est. 


Soit m un idéal de D contenant n, l’ensemble des classes des éléments de m 
forme un idéal m’ de D’. Réciproquement, soit m, l’ensemble des éléments de D 
dont une classe est dans m’ : m, est un idéal de D, contenant w. Soit æ appar- 
tenant à m,, on a æR,y pour un certain y appartenant à m, done ou bien x 
appartient an, donc am, ou bien (a) =(y), donc æ — À7y, À ED et, par suite, 
x appartient à m, puisque y appartient à m. De toutes façons, x appartient à met 


nm, Cm, done m,=wm. 


D’ailleurs, si m est premier, w lest : 
ablew, | a! ew! entraine abem, a&m, 
donc 
bem et b'ew, 
a et b étant des représentants de a’ et b’ respectivement. 
De même, si m’ est premier, m l’est : 
abem, a &m entraîne ablew, a &w/, 


donc 
b'Een et bem, 
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De même, on démontrerait que m et m’ sont primaires en mème temps. 
Enfin, il est évident que, si D est noethérien, D’ lest aussi. 


3. On démontrera facilement 

1° sin est premier, D' n'a pas de diviseurs de zéro [a'b'=n entraine a! 
(ou b') =n]; 

2° St it st Pree. et si a est un élément simplifiable de D, n appartenant 
pas au, sa classe a! est simplifiable dans D’. 


II. — Préliminaire II] : Nœud d’un demi-groupe noethérien D. 


Derinirion 1. — On appelle neud d’un demi-groupe noethérien D l’ensemble 
des éléments a, a€D, tels qu'on ait a—a7 avec un élément + de D non 


inversible. 
C’est un idéal n qui peut être l’ensemble vide. n ne contient aucun élément 


simplifiable. 
Derinition 2. — D est dit de nœud nul si : 
a. Fe D a un zéro, t=(0); 


b. lorsque D n’a pas de zéro, n est vide. 


Deriition 3. — On appelle nœud d’un idéal » de D, noté n(p), l'ensemble des 
éléments a de D, tels qu'on ait a= pa, avec pep. 


Proposition 1. — Si n est le nœud de D, D n'étant pas de nœud nul, D'=D/R, 
est un demi-groupe de nœud nul. 


Supposons, en effet, qu'il existe a’ED’, tel que a!— 4/7’, 7! étant un élément 


non inversible de D’, et supposons a’, n étant, comme on le sait, le zéro 


de D’ (préliminaire II). 

Il existe alors des représentants ag a', rer, dans D, = n'étant pas inversible 
dans D, tels que aRyaz avec au. Ona alors (a) = (ar), a = Aza, 27 n'étant 
_pas inversible et, par suite, @ appartient a n, contrairement à l’hypothése. 


Proposition 2. — Si a est simplifiable dans D, la classe a! de a dans D' est 
simplifiable dans D'. 


De a'&'—= a'y", on déduit a, x, y étant des représentants de a’, 2’, y! respec- 
tivement : aæR;ay. 


1° Sia’a’ Au, alors (ax) = (ay) et 


ax=hay, aP = ALB; 
done 


e=hy, >) Y= Pe) et, Se) =) 
c'est-à-dire x’ = y". - 
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2° Sia'æ' =, alors a'y'—n, donc 
C2 Ae er a“y=ayp, 


5 et un étant pas inversibles. Puisque a est simplifiable, on déduit de law = a7 
ely —yy et x, y appartiennent aw: æ'=y—n. 


PROPOSITION 3. — p étant un idéal de D, 


{ | ARE US 


oi 
r 


Posons b = Ey p". On ab = bp. En effet, soit bp = M d;, une décomposition 
TA 1 
normale en idéaux primaires de bp. Si b est différent de bp, il existe un des q;, 
par exemple g,, qui ne contient pas b. De bpCq,, q, étant qi-primaire, on 
déduit alors p Cp, et, par suite, il existe un nombre naturel =, tel que 


pr Cpi Cm. 


Comme b Cp, on a bCyq,, contrairement à l'hypothèse. On a done b — bp. Soit 
alors (7,, ..., 7%) une base minimale de b : on a =;—p;;T;, qu'on déduit 
de b—bp. Mais la base étant minimale, on ne peut avoir que 1=/, c’est- 
à-dire t= pit, px ep. Pour tout b appartenant à b, on aura donc b — pb, 
avec pep. Réciproquement, si b vérifie b — pb, pep, donc b — p'"b, quel que 
soit n, on a b&b. On a donc bien b—n(p). En particulier, si p est l'idéal 
maximal de D, ensemble des éléments non inversibles de D, u(p) est le nœud n 
de D. 


Proposition 4. — St q est un idéal premier essentiel du nœud n de D, q ne con- 
tient aucun élément simplifiable de D. 


En effet. n : q contient strictement n, puisque q est un idéal premier essentiel 
de n (même démonstration que dans le cas d’idéaux d’un anneau noethérien). 
Il existe donc y, y &u, tel que y 4 Eu. Soit g un élément simplifiable de. q, s’il 
en existe. On a gyeu. Il existe donc un élément non inversible + de D, tel 
que gy =qy7 et par suite, y=yz, puisque g est simplifiable. Mais alors y 
appartient à n, contrairement à l'hypothèse : aucun élément de q ne peut être 
simplifiable. | 


Proposition 5. — St D est de nœud nul, D —D/E, où est l'équivalence définie 
au préliminaire I, ($ 3), associée à un sous-demi-groupe S de V, ne contenant pas 
zéro, est aussi de nœud nul. 


La démonstration est aisée. 
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IV. — Préliminaire IV : Énoncé d'un théorème. 
Tutorime 1. — Dans un demi-groupe noethérien D, il n'y a quun nombre fini 
d’idéaux p-primaires contenant un idéal p-primaire donné. 


Nous renvoyons pour la démonstration de ce théorème à un exposé 
de Lesieur ([12], exposé 11, p. 5), ou à Birkhoff ([4], p. 159). 


V. — Rang d'un idéal dans un demi-groupe noethérien. 
Définition 1. — Un idéal de D est dit régulier, s’il contient un élément 
simplifiable. 
Définition 2. — Un idéal premier et régulier p est dit premier régulier 


minimal, s’il n’y a pas d’idéal premier et régulier contenu strictement dans p. 


Taéorëme 1. — Dans un demi-groupe noethérien D, tout idéal premier essentiel 
minimal »p d’un idéal (a), engendré par un élément simplifiable et non inversible a 
de D, est premier régulier minimal. 


On peut toujours supposer que p est l’idéal maximal de D, en remplaçant, au 
besoin, D par Dp (préliminaire I). 

Supposons que p contienne un idéal premier régulier q distinct de p : q ne 
peut contenir a, car alors q contiendrait un idéal premier essentiel de (a), et 
ceci contredirait le fait que p est idéal premier essentiel minimal de (a). 


Premier cas. — Supposons d’abord D de nœud nul. Soit q la composante 
g-primaire bien déterminée de q'. 

Considérons 

a= q" U(a). 

L'idéal (a) étant p-primaire (préliminaire I, propos. 4), et p étant l'idéal 
maximal, a; est p-primaire. 

Appliquons alors le théorème du préliminaire IV : il existe un entier naturel n, 
tel que pour in, on ait a; = «,. 

On a donc 


gt Ca U (a). 


Soit 7, ..., 7, une base minimale de gt”. On ne peut avoir T;E(a), car on 


aurait alors 

ti ha et a€ q, > 
ce qui entrainerait, puisque gq est q-primaire, À;—u;7 pour un 
certain &(1-Z1<r). On a alors i jai, et ceci n’est possible qu'avec j =i, 


puisque la base est minimale : =; HR Tes 55 (ja étant non inversible, comme a, 
ceci entraine, si D n’a pas de 610) une impossibilité, puisque D a un nœud nul. 
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_ Si Da un zéro, ceci entraîne t;=0, et ceci est encore impossible, puisque 
la base est minimale. 

On a donc q Cgf et, par suite, g” = 9, pour tout =>. Soit alors b un 
élément simplifiable de l'idéal régulier 4, on ab" eg" Ca. Appelons b la classe 
de 6 dans D—D/5, E étant l’équivalence définie au paragraphe 3 du préli- 
minaire I, associée au complément S de 4, S=D—zg. b” est simplifiable 
dans Hib puisque 6" l’est dans D (remarque 2, préliminaire I), et 0" appartient 
à tous les 


g Dg = q' Dg = (q Dag)! pour tout 1=n 


(pour la première égalité, se reporter au préliminaire I, propos. 4; la seconde 
se démontre facilement). Donc 6” appartient au nœud Dg, et ceci est 
impossible, puisque le nœud ne peut contenir d’élément simplifiable. 


Deuxième cas. — Supposons maintenant que D ne soit pas de nœud nul. 

Soit alors ¢ un idéal premier essentiel du nœud un. 9, —4qUc est un idéal 
premier, comme il est facile de le vérifier, évidemment régulier comme 4. 

Considérons R, et D'—D/R, (préliminaire IT). Soient p’ et q, les idéaux 
correspondant à p et q, : ils sont premiers (préliminaire II, propos. 1) et 
réguliers (préliminaire III, propos. 2). D’ est noethérien comme D, mais de 
nœud nul (préliminaire III, propos. 1). p’ est d’ailleurs idéal premier essentiel 
minimal de (a’), a’ étant la classe de a (préliminaire II, propos. 1). 


D’après la première partie, on a donc 


DT, et “eg, c'est-à-dire aequc. 


Comme ¢ ne peut contenir d’éléments simplifiables (préliminaire III, propos. 4), 
on a alors : a€g, contrairement à l’hypothése. 


Définition 3. — Soit D un demi-groupe noethérien, et p un idéal premier 
de D. 

Considérons les chaînes d’idéaux premiers p; de D (ps Ch1C... Cp. =p), 
distincts. Toutes ces chaînes ont un nombre fini d'éléments. p sera dit de 
rang r si, parmi toutes ces chaînes, il existe une chaîne de r éléments, et s’il 
n'existe aucune chaîne de r + 1 éléments. 


Définition 3 bis. — On appelle rang d’un idéal quelconque ¢ de D, le plus 
petit des rangs des idéaux premiers essentiels de c. 


Tutorime À bis. — Si D est un semi-groupe noethérien, et a un élément non 
inversible de D, les idéaux premiers essentiels minimaux de l'idéal (a), engendre 
par a, sont de rang 1. 


64. G. MAURY. 
| 7 
TaéorÈmE 2. — Soit D un semi-groupe noethérien, et soit a= U (a;) un idéal 
a=i 
de D, engendrés par n éléments a,,..., a, non inversibles. Alors, pour un idéal 
premier essentiel mininal y» de a, le rang de y est au plus n. 


Pour » — 1 le théorème a été démontré (th. 1 bis). 

Nous allons raisonner par récurrence sur ». Considérons Dp au lieu de D; 
nous pouvons supposer que p est l'unique idéal maximal de D. Dans ce cas, 
a est un idéal primaire appartenant à p. Soit 


P—P1DP22...DP; 


une chaîne d’idéaux premiers distincts p;, telle qu'il n’y a pas d’idéaux premiers 
entre p, et p,. Nous pouvons supposer que a, n’est pas dans p,. Alors, p.U(4) 
est un idéal p-primaire. Il existe donc un nombre naturel ¢ tel que 


a!Ep>U(&) pour chaque z io te ee M 


Considérons les 4; pour lesquels aE p, et a;&(a,). Ils engendrent un idéal a’ 
compris dans p,. a’ U(a,) est un idéal p-primaire, car il existe ¢’, tel que 


pCa et pCa” Ca’ (a), 
et p”’” est p-primaire. 

p, contient a’ donc un idéal premier essentiel p’ de a’; p’U(a,) contenant 
l'idéal p-primaire a’U(a,), est p-primaire. 

Considérons le demi-groupe noethérien D —D/R',:; les classes de tous les 
éléments de D n’appartenant pas ap’ sont des éléments simplifiables de D (préli- 
minaire II, § 3, 2°) : ainsi, a, classe de a,, est simplifiable dans D et engendre, 
dans D, un idéal (a, ) qui est p-primaire (préliminaire II, propos. 1). | 

On déduit du théorème 1 que p ne contient pas d’idéal premier régulier 
distinct de lui-même. 


Par suite, p—p,. Mais a’ est engendré au plus par n — 1 éléments; alors, 
d’après l'hypothèse de récurrence : sn. 


Définition 4. — Soit p un idéal d’un demi-groupe noethérien D. Soit a l'idéal 
premier des éléments non simplifiables de D. Considérons les chaînes, néces- 
sairement finies, d’idéaux premiers 


Pi = PUADPOD...DPn 


distincts et contenant strictement a. p est dit de rang généralisé r s’il existe une 
telle chaîne comportant r éléments, et s’il n’existe aucune chaîne compor- 
lant r +1 éléments (r—0, si pU a — a). Si a’ est un idéal quelconque de D, 


on appelle rang généralisé de a’, le plus petit des rangs généralisés des idéaux 
premiers essentiels de a’ U «. 
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THÉORÈME 2 bis. — Le rang généralisé d'un idéal à! dont une base comporte r 
éléments simplifiables est au plus r. 


Il suffit de passer au semi-groupe }D—aj, D—D/R, et d'appliquer le 
théorème 2. 


VI. — Demi-groupes noethériens intégralement clos. Caractérisations. 


1. Définition 1. — Un élément x du demi-groupe complet D’ des fractions 
du demi-groupe noethérien D est dit entier sur D, s’il existe un élément 
simplifiable À dans D, tel que, quel que soit Pentier naturel p, æ?À appar- 
tienne à D (5). 


Définition 1 bis. — Un élément x de D’ est dit entier sur D, s’il existe un 
couple d’entiers naturels n, p avec n > p, tels que æ"= px’ avec LED. 


EQUIVALENCE DES DEFINITIONS 1 ET 4 bis. — Soit 2 entier au sens de la définition i. 
montrons qu'il est entier au sens de la définition 1 dis. 

Soit done æ appartenant à D’, tel qu'il existe un élément simplifiable de D, 
k, tel que, pour tout entier naturel p, 2?A appartienne à D. 

Considérons le sous-demi-groupe de D’, noté D[x], formé de tous les 
éléments a de D, et de tous les éléments de la forme ax°, + étant un entier 
positif, et a étant un élément quelconque de D. Considérons, d’autre part, 
l’ensemble AD[x], formé des produits d’un élément de D[x] par À. Cet ensemble 
est formé d'éléments de D, et c’est un idéal de D, n. D étant noethérien, nest 
union d’un nombre fini d’idéaux principaux (a;) (t=1,..., 7). Tout élément 


È 4 . 4; . a; ° . 
de D[w]s’écrit done p.- pour 1<1—r et pED; “(v= 1, ..., 7) appartient 
a D[a] : 
hj ñ : 
7 = pa, 2, ED, ni Oo 
(on pose x =e, unité de D). 
Pour un entier naturel » supérieur à tous les n;(c7=1,..., 7), ona 
QUE po BE iD, 
pour un certain ¢(1 <tr). Done a"= py.,a", où py, appartient à D et ou x 
est supérieur à 7,; x satisfait à la définition 1 dvs. 
Supposons maintenant que x satisfasse à la définition 1 dvs. 
oe 
(5) C’est la définition de P. Lorenzen [15], p. 542, th. 6, lorsque D est un semi-groupe. 
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Il existe un élément y. de D et un couple d’entiers naturels n, p(n >p>0) © 


tel que a*=pa?. Onaxv= = où b ED, et où a est un élément simplifiable de D. 


N étant un entier naturel quelconque, 


N=Ant+nr, (oran) et a = ahr ph, 


Posons 
No kp +7. 
Ona 
N, = kon + ro (0 rs LR), 
as gran = ahs hs et eS ae pe 
avec 
N; = kop + re. 


Si N, est supérieur ou égal a7, on continuera ainsi, et l’on tombera finalement 


sur 
PUERTO (OST mA 


puisque la suite N, N,, No, N;,,... est décroissante. 
Prenons alors À — a"-!, À est simplifiable et 


== aS a avec 7’ <n. 


Ona x” a""' ED et x’) appartient à D quel que soit N’. x est entier au sens de 
la définition 1 bis. 


Définition 2. — Un demi-groupe noethérien D est dit intégralement clos 
(dans son demi-groupe complet des fractions D’) si tout élément de D’ entier 
sur D appartient à D. 


2. Lemme 1. — Soit D un demi-groupe noethérien, dont on suppose que l'idéal 
maximal y est régulier, mais n'est pas premier régulier minimal (V, définitions 1 
et 2). Soit un élément simplifiable et non inversible a de D. Si b appartient à (a) : 


b : 
Pro est entier sur D. 


. 4) . b . “ 
Soit A un élément de p et soit c= —h. Puisque b appartient à (a) : p, 


6h appartient à (a) et c appartient à D. Supposons que c ne soit pas dans p, 
alors (a@) = (bh), p étant l'idéal des éléments non inversibles de D. Soit p’ un 
idéal premier essentiel minimal de (4). Remarquons que h est simplifiable, 
puisque a l’est. Donc, p' est premier régulier minimal (th. 1, V). p’ contenant (a) 
et étant premier régulier minimal, est idéal premier essentiel minimal de (a). 
Soit q’ la composante p'-primaire de (a) : puisque p n’est pas premier régulier 
minimal, on app’. On a alors q’:p=q', donc b appartient à 4’. Alors (a) — (bh) 
montre que . ; | 
a Dy! Sq’ p' Dy’ 


. 
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(préliminaire I, propos. 4), et 
g Dy'— 9» Dp’ = g'Dp'.p' Dy’. 


Donc q' Dp’ est compris dans le nœud de Dp’, ce qui est impossible, puisque le 
nœud ne peut contenir un élément simplifiable, alors que g/Dp' en contient 
(préliminaire I, remarque 2). 


Nous voyons que c appartient à p et al h appartient à p pour chaque »; 


a 


b : 
= est donc entier sur D. 


Lemme 2. — Soit D un demi-groupe noethérien, et soit un élément simplifiable 
et non inversible a de D. 


Supposons que (a) admette un idéal premier essentiel immergé 4, alors il 


: b ; b Ave : : 
existe b dans D, tel que — est entier sur D et 7 ED. Réciproquement, s'il eaiste 
un élément b, tel que le précédent, alors, ou bien il existe un idéal premier 
essentiel de (a), p tel que Dp n’est pas intégralement clos, ou bien(a) admet 
un idéal premier essentiel immergé. 


Supposons que (a) ait un idéal premier essentiel immergé q. Soit 6’ un 
élément de (a)Dg:4Da, qui n’est pas dans (a) Da. 

Notons x la classe de æ, xED, dans l’équivalence & relative à S = D — 4, 
définie au préliminaire I (§ 3). 


Alors, à eause du lemme 1, - est entier sur Dg. Ona 
vat (bED; seS) 
Ona 
(y= (Gy (@eD; s eS; n> p>) et = = 
avec 


Posons c=s’.b, ona 


‘ 
Donc c"—7.a"7 cr et il existe 5”, tel que ses et 


Stas Set at? cP, (she) sr ar ts CP, 
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1e À 4 sc : N | 
Ceci montre que — est entier sur D. D'ailleurs — n'appartient pas à D, car 
a 


de s’c— ah, AED, on déduit 
! 


Na PTS 
€ Dj, donc = Eda 


s’.¢=a.k et 


i| O1 


& 


ce qui n’est pas. 
Soit maintenant 2 entier sur D et = D. Soient p,,..., py les idéaux premiers 


essentiels de (a). 
Supposons-les tous premiers réguliers minimaux, et supposons Dp; intégra- 
lement clos (à—1,...,h). Alors, soit (a) = A,M..- AA, une décomposition 
réduite de (a) en idéaux primaires, A; étant p-primaire (¢=1,...,h). 
l 


; L ‘ p ; Le 
Puisque © est entier sur D, = est entier sur Dp; (on note x la classe de x dans 
a L 


l’équivalence & relative à S; = D — p;), donc appartient a Dp.. 


bDp,C(a) Dp; = Ai Dy»; 
et, par suite, 
beA;DrnD == Le 


Donc, pour un sES; et un A;EA;, so =s5/;. Comme s n'appartient pas à p;, on 
é Es : b 16 
en déduit bEA;, et comme ceci a lieu pour 7=—1,...,/, on a F eD:ilya 


contradiction. 


THÉORÈME 1. — Caractérisation B' : Une condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un demi-groupe noethérien soit intégralement clos, est que les deux conditions 
suivantes soient simultanément réalisées : 


1° Pour tout élément simplifiable et non inversible a de D, (a) n'a que des idéaux 
premiers essentiels réguliers minimaux (définition 2, V): 
2° Pour tout idéal premier régulier minimal » de D, Dp est intégralement clos. 


Ceci résulte des deux lemmes précédents et aussi du fait que si D est 
intégralement clos, D, l'est, S étant un sous-demi-groupe de D ne contenant 
pas le zéro de D, s’il existe, comme on pourrait le voir par une démonstration 
analogue à celle faite à la première partie du lemme 2. 


Lemme 3. — Soit un élément simplifiable et non inversible a du demi-groupe 
noethérien D. 

Supposons que pour tout idéal premier régulier minimal » de D, Dp est intégra- 
lement clos. Alors, si (a) admet un idéal premier essentiel immergé 4, pour tout 
élément simplifiable b de 4, l'idéal (b) admet un idéal premier essentiel immergé. 


Soit b un élément simplifiable de q distinct de a. Considérons Dp et soit & la 
classe de +, x€D, dans l’équivalence X relative à D — q (préliminaire I, § 3). 
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Soit d' appartenant à (a)Dq:qDq et n’appartenant pas à qDq. L'élément © 

n'appartient pas à Dg —D, et est entier sur Dq (lemme 1, VI). Rappelons en 

passant que a et b sont simplifiables dans D (préliminaire I, remarque 2). 
P d' = . = lf af af = 

SOMO) == bce appartient a Dj et “à — © montre que © est entier sur D: et 
Ca at @ b b 

qu il n’appartient pas à Dj. Alors, un raisonnement déjà fait dans la première 

partie du lemme 2, montre qu'il existe un élément L'nappartenant pas à D et 


entier sur D, feD. 
D’après le lemme 2 (b) a un idéal essentiel immergé. 


3. Le théorème (1, VI) ne renseigne pas sur la structure des demi-groupes 
noethériens D, dont l'idéal maximal est premier régulier minimal, et qui sont 
intégralement clos [par exemple les demi-groupes Dp intervenant dans la 
condition (2) du théorème (1, VI)]. Nous allons démontrer le théorème : 


THÉORÈME 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un demi-groupe 
noethérien D, dont l'idéal maximal p est premier régulier minimal, soit intégra- 
lement clos, est que p soit engendré par un élément x de D; p—(7). 


Soit D’ le demi-groupe complet des fractions de D. Soit a un élément 
simplifiable et non inversible (il en existe, puisque p est régulier); (a) est 
p-primaire. Soit o son exposant : p°-'¢(a), p°C(a). On peut trouver 


beeper, b&(a) et bp C(a). 


; b 
On a alors ~pCD. Supposons 


quel que soit l’entier naturel n et, par suite, . est entier sur D. Donc, si l’on 

La b Ne PE FRS 
suppose D intégralement clos, 7 appartient à D, et ceci est nur d’après 
le choix de b. On a donc i p =D, et il existe r Ep, tel que = he, € étant 
l'unité de D. = est donc inversible dans D’ et À son <. On déduit de la et de b=), 


b é, 
—p=h GebDiper)" et | p=, donc p=Ar. 


Réciproquement, si p, idéal maximal du demi-groupe noethérien D, est premier 
régulier minimal et engendré par un élément = (nécessairement simplifiable et 
non inyersible), alors D.est intégralement clos. | : 
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Soit a un élément simplifiable de p, alors a ne peut appartenir à p’, quel que 
soit l’entier naturel q, car il appartiendrait au nœud de D, ce qui est impossible. 
Il existe donc q, tel que aëp° et ag p?**. On a donc a—= rt, À étant inversible. 


Considérons, alors, un élément a entier sur D. Il existe un élément simplifiable 


; ; b yn x 
de D, u, tel que pour toute valeur de l’entier naturel x, (2) ueD. Si b 


n'appartient pas au nœud, il appartient à p” et n'appartient pas à p7 pour un 
certain entier naturel r : on a donc b—=u"7", u est inversible et b est simpli- 
fiable : si 77 = —r-+q est positif, on a alors (=) u ED, pour tout n, et 1 
appartient à p’” pour tout 7, donc au nœud de D, et c’est impossible. 
Done, 7’ est négatif ou nul et . appartient à D. Si 6 appartient au nœud de D, 
a 
alors b appartient ap”, quel que soitn et b= ix". On peut prendre, en particulier, 


| b ere : b rt. 
n>q et appartient à D. De toutes façons, on voit que = appartient à D. 


Remarques. — 1° Le demi-groupe commutatif D 
{ e — élément unité, 
AR ASS RO ES ws 
a Re Dore Meck (GE AT er) 
CWS OS OE SF ae = 
dar a, Le azi—a", ot. (quel que soit à) | 


2 


Le wee 


est noethérien. Le nœud de D est engendré par a, l’idéal maximal est engendré 
par æ. On peut vérifier que a est simplifiable et non inversible. Ce demi- 
groupe D est intégralement clos. 


2° Il n’y a pas d’idéal p-primaire entre p et p* dans le demi-groupe noethérien 
dont l’idéal maximal est engendré par |’ élément simplifiable et non inversible +. 
On en déduit que, si D est un demi-groupe noethérien intégralement clos, il 
n’y a pas d’idéal p-primaire entre p et p'?), (on note pl? la composante p-primaire 
ae déterminée de p°), p étant un idéal premier régulier minimal quelconque 
6e.D: 


4. Tutorime 3. — Caractérisation C! : Une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un demi-groupe noethérien D soit intégralement clos est que, pour tout 
idéal premier essentiel p d'un idéal principal (a) engendré par un élément simpli- 
fiable a de D (et non inversible), il n’a ait pas d'idéal p-primaire entre p et p). 

D’après la remarque précédente, il suffit de démontrer que la condition est 
suffisante. | 

Soit donc p idéal premier essentiel d’un idéal (a) engendré par un élément 
simplifiable et non inversible a de D. Considérons Dp et posons, pour simplifier 
l'écriture 

p' =p Dy», Da => D’ 
Soit n’ le nœud de D’. Montrons que p est engendré par un élément x. 
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Il n’ya pas d’idéal p’-primaire entre p’? et y’ d’après l'hypothèse. Comme p/=p” 
entrainerait que p’ coincide avec un’, ce qui est impossible, p’ étant régulier, il 
existe un élément 7, rep’, np”? et comme (t)Up” est p’-primaire, on a 


p’ == (T) Up? 
et, par suite, 


re) 


p= (mn) Up" =) ((m) up") = ( eee (ala ee uw, 
= wt 

Nous allons montrer que p' 4 (7) est impossible. 

Soit a la classe de a dans l’équivalence Z associée à D — p (préliminaire I, 
§ 3) : c’est un élément simplifiable et non inversible de D’. Par suite, = est 
nécessairement simplifiable et a appartient à p’? sans appartenir à p’?** pour un 
certain 9 : a@=An*, À inversible, AED’. p’ étant idéal premier essentiel 
de (a) = (n°), il existe cŒ(nr°), tel que cp'C(x°). Comme on suppose p(n), 
on a cep’ et p >1. Si c n'appartenait pas à (x), il appartiendrait à w 
c= cp’ avec p' Ey’ montrerait alors que ce(r°), contrairement à l’hypothése. 
Ainsi c= c, 7, ©, ED’. Mais alors, c,p’C(n?"). On ap — 1X1, et c, appartient 
ap’, car p <(7). De plus, c, appartient à (7), même raisonnement que pour c. 

Finalement, on voit que 


C= Cp TE et Corp’ (7). 
On a c, , Ep’ est même c, ,E(7) : c=c,7°, c,ED’, et ceci est impossible 


d’après le choix de c. 

On a donc p'=— (x) et ceci montre d’abord que p est un idéal premier essentiel 
minimal de (a), donc que D vérifie la condition 1° du théorème (1, VI). Ensuite, 
d’après le théorème (2, VI), cela montre que Dp =D’ est intégralement clos 
et, par suite, que D vérifie la condition 2° ‘du théorème (2, VI) : D est inté- 
gralement clos. 


VII. — Extension entière d'un demi-groupe commutatif D. 


1. Définition 1. — Soit D' un demi-groupe commutatif contenant le sous- 
demi-groupe D, un sous-ensemble M de D’ est dit un D-ensemble de D’, si pour 
tout aED et pour tout mEM, am appartient à M. 

Un D-ensemble de D’, M, est dit fini, s’il est engendré par un nombre fini 
d'éléments a!,..., a. : tout élément de M s'écrit ad, avec un certain a€D, 
pour un certain J(I=j—r). 


Proposition 1. — Tout sous-D-ensemble M’ d’un D-ensemble de D', M fini, est 
lui-méme fini, si D est noethérien. 
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Soit a,, ..., a, les éléments qui engendrent M en tant que D-ensemble. Pour 
tout EM, u — aa, pour un certain a€D, et pour un certain JG Zj=r) : 
a est dit le coefficient de w selon a, et u est dit multiple de a;. Les coefficients 
selon a, des éléments de M’ multiples de a; forment un idéal de D engendré 
par 7; éléments a), ..., jj (r; peut être nul, s’il n'y a pas de multiples de a, 
dans M’). L'ensemble des éléments {a,a;;};_,.. engendre M. 

CCE à à 

Définition 2. — Un élément a’ de D’ est dit entier sur le demi-groupe D si, et 
seulement si, toute puissance a!(t—1,2,...) de a’ appartient à un certain 
D-ensemble fini de D’, M. 


Proposition 2. — St D est noethérien, a! est entier sur D, a! ED’ st, et seulement 
si, pour un certain couple d’entiers n, p(n > p >0), ona 


a't = aa'P, avec a€eD, 


En effet, le D-ensemble de D’, engendré par les puissances de a’, est un 
sous-D-ensemble M’ de M, done un D-ensemble fini, a’ étant supposé entier 
sur D. L’existence du couple n, p(n >p > 0) et de a de D, tels que a= aa’ 
s’en déduit. 

Réciproquement, si l’on suppose cette existence, toute puissance de a’ se 
trouve dans le D-ensemble de D’, engendré par a’, a’?, ..., a"! et, par suite, 
a’ est entier sur D. | 


Proposition 3. — Le produit de deux éléments entiers sur le demi-groupe D, est 
entier sur D. Il suf fit d'appliquer la définition 2. 


Définition 3. — Un élément de D’ est dit fortement entier sur D, si une 
puissance de a’ appartient à D. Tout élément fortement entier est entier. Si D’ 
est un semi-groupe contenant le sous-demi-groupe noethérien D, la réciproque 
est vrale. 

Les éléments entiers (fortement entiers) sur D, forment dans D’ un demi- 
groupe appelé la fermeture entière ( fortement entière) de D dans D’. 

D’ est dit une extension entière (fortement entière) de D, si tout élément 
de D’ est entier (fortement entier) sur D. 


2. Tutorime 1. — Soit D’ une extension fortement entière, commutative, d'un 
demi-groupe D. Pour chaque idéal premier y» de D, il existe un idéal premier et un 
seul p' de D’, dont l'intersection avec D est p; p' est dit associé à p. Si p, et p, sont 
_ associés dp, et Py respectivement, on a y, Cy, si, et seulement si, PCP. 


Si l’on considère l’ensemble des éléments de D’ dont une puissance est 
dans p, on pourra vérifier sans peine que c’est un idéal premier de D’ dont 
l'intersection avec D est p. Il n’est pas du tout évident que ce soit le seul idéal 
premier de D’ ayant cette propriété. | 
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Le complément de p dans D, soit S = D — p, est un sous-demi-groupe de D 
et de D’, ne contenant pas le zéro de D, s’il existe. Soit  l’équivalence définie 
dans D’, associée au sous-demi-groupe S (préliminaire I, § 3). Soit 3, l’équi- 
valence définie dans D, associée à S : Nest la restriction à D de LY’. D'== D/D" est 
extension fortement entière de D —D/3. 

Si p’ est un idéal premier de D’ dont l'intersection avec D est p, il lui corres- 
pond dans D’ un idéal premier p’ ne rencontrant pas S, dont l'intersection 
avec D est p. D’ est extension fortement entière de Ds, ps est l'idéal maximal 
de Ds, ps — p.Ds, et ap’ correspond dans D’; un idéal premier px, tel que 


psn Ds == Ps: 


Considérons alors la relation d’équivalence RY, (préliminaire I) definie 
dans Dg : D's est appliqué sur un demi-groupe @’ qui n’a pas de diviseurs de 
zéro et Ds est appliqué sur le sous-demi-groupe @ de @' formé des classes o 
et ec’, e’ étant l’unité de ©’, o étant la classe de p's. @’ est extension fortement 
entière de @ et, par suite, | @'— 0 } est un groupe. Il résulte de là que, dans D’, 
p’ est maximal par rapport à S, c'est-à-dire que tout idéal de D’ contenant p' 
rencontre S. 

Considérons alors qu'il existe un idéal premier p’ dont l'intersection avec D 
est p (début de cette démonstration); on en déduit facilement le théorème. 


3. Soit à résoudre, comme application, le problème suivant : 


Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que, étant donnés un 
semi-groupe commutatif D’ contenant le semi-groupe D noethérien et intégra- 
lement clos, et 9 un élément de D’ entier, donc fortement entier, sur D, le 
semi-groupe D[0] engendré par D et 9 dans D’, soit intégralement clos. 

Soit done un semi-groupe noethérien D, compris dans un semi-groupe 
commutatif D’ dont l'élément unité e est celui de D. Soit G le groupe complet 
des fractions de D, G’ celui de D’. © 

Un élément 6 de G’ est dit algébrique sur G, s’il existe un entier naturel 7’, 
tel que 6” EG. Soit alors n le plus petit entier naturel, tel que 0'eG, 
soit 0—a(aeG). On démontre facilement que, si l’on a "—b(beG), 
alors n' — #n et b =a’, k étant un entier naturel. L’équation 0"— a est appelée 
l'équation caractéristique de 9 sur G. | 

Si 0 est entier sur D, on a, pour un entier naturel n’, 0” =b(bED). On 
démontrera facilement alors que, D étant de plus intégralement clos, il faut et 
il suffit, pour que 9 soit entier sur D, que @ appartienne à D, dans l’équation 
caractéristique 0"— a de 0 sur G. 

Portons maintenant notre attention sur le semi-groupe D* = D[4] engendré 
dans D’ par D et 0, ensemble des éléments AS Gie Ob Sos oy, à) 
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(6° =e, par définition) : a; est appelé le coefficient de a;4'. Tout élément de D* 
s’écrit d’une façon et d’une seule a;0', a: ED(1—0,1,...,n— 1). : 
D* est noethérien : il nous suffira de démontrer qu’un idéal a* de D° 
quelconque est engendré par un nombre fini d'éléments : a— «AD est un 
idéal de D, engendré par a,,..., a. Parmi tous les éléments de a*, dont le 
coefficient est a;, il y en a un de plus petit degré, dont tous les autres sont 
multiples : on voit ainsi que a* est engendré par un nombre fini d'éléments. 


4. Soit p un idéal premier minimal de D, et soit S=D—p. L'idéal p* premier 
de D*, dont l'intersection avec D est p, est minimal et réciproquement (th. 4, 
VII). Si p* est un idéal premier minimal de D*, p=pnpD est un idéal premier 
minimal de D. 

On a (D[6]);=D;[6]=D5§. L’équation caractéristique de 9 sur D, est 
encore 0"— a, aeD. p, est l’idéal maximal de D. D étant intégralement clos, 
D, l’est, et p, est engendré par un élément 7 (th. 2, VI). 

Supposons d’abord que a n’appartienne pas à ps, 9 est alors inversible 
dans Dj et la réciproque est vraie. Dans ce cas, l'idéal ps =p, Ds est l'ensemble 
des éléments non inversibles de DS, car un élément de Dé, 64%, 
bED;(0<qg“<n—1) est inversible si, et seulement si, b n'appartient pas 
à ps. Ainsi, dans ce cas, l’idéal premier de DS dont l'intersection avec D, est ps, 
est ps = ps Ds et c’est l’idéal maximal de Dg: celui-ci est engendré par z et Dg est 
intégralement clos (th. 2, VI). 

Supposons maintenant que a appartienne à ps, alors 9 n’est pas inversible 
dans D* et comme 0 = b01, bE p,(0 <q n—1) est impossible, 0 n’appartient 
pas à ps. 

Considérons alors le demi-groupe Di Di/R;,: (préliminaire IF), et soit, 
de façon générale, x la classe de x, dans Di, æeDi. On a PEN Des oe: 
car e=b0"(0 <q ZAn—1), bep, est impossible. D, est formé des éléments & 
et 0, classe des éléments de ps. Ds est formé des éléments €, 6, 0, 62, ..., O1 
et 0— 0. L'idéal des éléments non inversibles de DS est engendré par 9, donc 
l'idéal des éléments non inversibles de DS est engendré par 0 et 7, soit ps* cet 
idéal. On a ps ND=—ps. Une condition nécessaire et suffisante pour que D soit 
intégralement clos, est qu'il existe un élément 7, tel que x et 6 soient multiples 
de 7. Une démonstration simple montre qu'on peut prendre alors + — 0 et que 
ceci a lieu si, et seulement si, "= 4 — 1, avec x inversible dans Ds. 


9. Supposons D* intégralement clos ; p’ étant un idéal premier minimal quel- 
conque de D*, posons p=Dnp’, et S = D — p : Di est intégralement clos. 
Réciproquement, si DS est intégralement clos, en posant 


S—D'—y, Ses’, 


Ds, = (Ds), l'est aussi. On déduit de là qu’une condition nécessaire pour que D* 


ye CONDITION « INTEGRALEMENT CLOS » DANS QUELQUES STRUCTURES ALGEBRIQUES. 75 


soit intégralement clos est donc que Ds le soit, pour tout S = D — p, où p est un 
idéal premier minimal quelconque de D, c’est-à-dire que (a) soit égal à D ou soit 
intersection d’idéaux premiers de D (§ 4 VII). Alors, si cela est vérifié, D* vérifie 
la condition 2° du théorème (1, VI). 


6. Pour montrer que D* est intégralement clos sous la condition qui vient 
d'être énoncée sur (a), il suffit donc de montrer que D* vérifie aussi la condi- 
tion 1° du théorème (1, VI). On va se servir du lemme (3, VI). 

Supposons la condition sur (a) réalisée, alors Dy est intégralement clos, 
pour tout idéal premier minimal p' de D*, et supposons qu'il existe un élément b’ 
de D”, tel que (b’)*, idéal engendré par b’ dans D*, ait un idéal premier essentiel 
immergé q’. Alors, d’après le lemme 3, partie VI, en prenant b dans (b “ND 
(b existe), l'idéal (b)* engendré par b dans D* a aussi un idéal premier essentiel 
immergé q". Je dis que l'idéal (6) engendré par b dans D a aussi, alors, un idéal 
premier essentiel immergé. 

Considérons l'idéal premier de D : g=q"ND. Ona(b)*:q"D(b)*, puisque gq" 
est un idéal premier essentiel de (b)*. Done, il existe 

c'&(b), Case 0% ceD, RER RE CRT 
tel que c’g/C(b)". Or, 
d07E(b)*, dev, ozAqZn—t1 


a lieu si, et seulement si de(b), car 
d7 = bb, 07, b,ED, o~AgdZan—1 

entraîne d= bb, et g=q', d’après l’unicité de la représentation d’un élément 

de D* sous la forme u07,ueD, 0<q <n—t1. Dec'g"C(b)*, on déduit c’q C(b)* 

et c'r C(b}*, pour tout rCq, donc a e(b), pour tout reg, avec c&(b), puisque 
_c' n'appartient pas à (b)*. Ceci montre que 4 est compris dans un idéal premier 

de (b), et comme q n’est pas minimal, puisque q/ ne l’est pas, (>) admet un 

idéal premier essentiel, qui n’est pas minimal, ce qui estimpossible, puisque D 

est intégralement clos. 

On peut alors énoncer : 


Tutorime 2. — D* est intégralement clos si, et seulement st, l'équation caracté- 
ristique de 9 sur D est "=a, où (a) =D ou bien où (a) est intersection d'idéaux 


premiers de D. 
CHAPITRE HE. 


Ce chapitre est relatif à des structures non nécessairement commutatives. 
Il se divise en deux parties : 


— La première est une généralisation partielle d’un travail de Molinaro [16]. 


1 [44 
’ 
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Celui-ci a défini les éléments « nomaux » dans un gerbier G, commutatif, 
à élément unité, résidué. Nous définissons des éléments « nomaux » dans un 
gerbier G’, non nécessairement commutatif, à élément unité, résidué. Un gerbier 
« nomal » est un gerbier G’, possédant un élément nomal : Le gerbier des 
idéaux fractionnaires d’un anneau commutatif, noethérien, intégralement clos, 
est un gerbier nomal. Dans le cas non commutatif. les ©-idéaux d’un ordre 
maximal introduits par Asano [1], [3], fournissent un exemple de gerbier 
nomal. 


— La seconde partie, plus importante, contient une étude fine des ordres 
maximaux réguliers noethériens, à gauche, d’où le lien avec la partie précé- 
dente. La théorie des ordres maximaux a été faite par Asano et publiée sous sa 
forme générale en 1953 [3 |. Un ordre maximal régulier est un anneau, ou un 
demi-groupe, non nécessairement commutatif, défini par certaines propriétés, 
qui seront données dans le corps du chapitre. 

En 1996, Lesieur et Croisot ont publié leur Théorie noethérienne des anneaux, 
des demi-groupes et des modules, dans le cas non commutatif | 13 | et [14 ]. 

Nous montrons que, en utilisant cette dernière théorie, on peut affiner la 
théorie des ordres maximaux réguliers noethériens d’un côté. Un anneau, ou 

un demi-groupe, ordre maximal régulier, commutatif, noethérien, n’est pas 
autre chose qu’un anneau, ou un demi-groupe commutatif noethérien, intégra- 
lement clos. | 

Nous énoncons, en particulier, une caractérisation B” des ordres maximaux 
réguliers, noethériens à gauche, qui généralise la caractérisation B des anneaux, 
noethériens, commutatifs, intégralement clos (chap. I, partie IT), et la caracté- 
risation B’ des demi-groupes noethériens, intégralement clos (chap. II, VI, 1). 


Partie I. 
Section 1 : Notations. Définitions préliminaires. 
Soit A un gerbier, à élément unité e, résidué [8], dont la multiplication n’est 
pas nécessairement commutative, et dont l’union est notée U. 


Soit z un élément de A. Nous notons : 
, la relation définie par 


a, bed, ad be 2 a=2."b, ou a = b(a,), 
et ,@ la relation définie par 


u, bea, aa bexz'.a=zx".b, ou a= bx), 


æ sera dit symétrique si A,= A, et équirésiduel, si x. a —x:. a, quel que 
soit l'élément a de A. Tout élément équirésiduel est symétrique. 
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Section 2 : Propriétés préliminaires de &, et ». 
On note ( € ) la relation d’ordre de A. &, est une relation d'équivalence régu- 
liére par rapport à l'union et régulière à droite, par rapport à la multiplication. 


La classe E de e modulo &, est l’ensemble des éléments e,, tels que : 
Text." ex. OnaexCzrete, Cxr:'.x. Or 


ila CO À EI op donc AE 


ALES 


E est donc la classe de æ°.x et ne contient que des éléments inférieurs ou 
égaux ax :.æ. 

La classe X de x modulo cl, est l’ensemble des éléments x,, tels que 
Mt. œ. Una 

MG) Ca LME CPU (Sane AN a 

Done X n'est constitué que par des éléments inférieurs ou égaux à +. 

Soit R une relation d'équivalence définie dans A, régulière à droite pour la 
multiplication, et régulière pour l'union, et dont la classe X de x ne contient 
que des éléments inférieurs ou égaux à a : 


(*) Tuioréme I, 1 (5). — R est plus fine que &,. 
Démonstration. — Soit a=b(R), 


cuir 'a)Ur=v(r 2) U&R), 


br a)er et rigs ob: 


De méme, on verrait que 
CoO SH 
(x) THéoRÈME I, 2. — St une classe A’ modulo R contient un résiduel à gauche w 


de x, cet élément est maximal dans sa classe, donc une classe ne peut contenir plus 
d'un résiduel à gauche de x. 


Démonstration. — Soit a = w(R) avec w= x". y., on à ap. = wy(R), mais 
wu Cav, donc ap CxetaCxr'.l =. 
(x) Tutorime I, 3. — St a appartient à la classe, A’ modulo &,, l'élément 
a—x:.(æx." a) est équivalent à a et est élément maximal de A’. 
Démonstration : 
ee = (Pa BY) ae eo” à 
et, d’autre part, a est résiduel à gauche de x. 


a 


(5) Les théorèmes précédés de (x) se démontrent en gros comme dans [16], avec des modifica- 
tions le plus souvent évidentes. 
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Section 3 : Éléments nomaux. 


Dans toute la suite, nous supposerons que x est équirésiduel. Cherchons la 
condition pour que A,= A,.,, WEA. Il nous arrivera de noter x .* = 2". us 
par z:y., pour mettre en évidence le fait que x est équirésiduel. 

Si A, = Ans la classe de æ dans &;., ne contient que des éléments infé- 
rieurs ou égaux à æ. D’après le théorème I, 3, où l'on faita = v etx— ap, 

D (apy yoy 
est dans la même classe que 2 modulo &,. et est maximal dans sa classe, donc 
ona r= 2s 
(1) v= (xip)*.[(aip)- a]. 

Réciqroquement, si l’on a la relation (1), la classe de x dans Q,., est formée 
d’éléments inférieurs à x, puisque a est résiduel à gauche de x:p. Donc, 
d’après le théorème I, 1, appliqué à R = Au Az,, est plus fine que &., c’est- 
à-dire que a&;.,0 entraîne a,b. 

Mais réciproquement, on a toujours a@&, b entraîne a@,.,0, car 

(au) az ut ar tas (ra) er D) Le br nr 
donc 
(2. A a = ee 
La relation (1) s'écrit aussi 
PN SSE SESS ah Se 
ou encore 


(2) (Zi pa) p = e(gA= Ay). 


Définitions 1, 1. — Nous dirons que l'élément x de A est nomal à droite si : 
1° æ est équirésiduel ; 

PA 2 CNE Ne Vue. 

Nous dirons que l'élément x de A est nomal à gauche si : 

1° x est équirésiduel ; 

2° ah = su, VLEA. 


— Nous dirons qu'un élément x de A est nomal, s’il est à la fois nomal à 
droite et nomal à gauche. 


Nous venons de montrer le théorème : 


a hl Fa / he . 3 sr F 
lHÉORÈME I, 4. — Pour qu'un élément x de A soit nomal à droite, il faut et il 
suffit que les deux conditions suivantes soient simultanément réalisées : 


1° x est équirésiduel ; 


2° (vipa) =e(A,), VuEA.. 
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THÉORÈME I, 5. — Pour qu'un élément x de A soit nomal à droite, il suffit que 
les conditions suivantes soient simultanément réalisées : 


1° x est équirésiduel ; 
2° Il existe un élément k de A, tel que x —x:xt; 


3° Le résiduel à gauche par lui-méme de tout résiduel (à droite ou à gauche) 
de x est égal à xix. 


Démonstration. — On a 
CR PE CARE) = ap Pe VlrEA, 
d'où 
tre = (dir). (x ke) (aa) e 
et 
(aik'x2)k' =e el, 


D'autre part, on a l'égalité 
relate) (ra) = (ae ey ok, 
or, 
RNA ES OR ea 
pour l'élément # particulier du théorème. Par suite, 


(CARE A Pa? | ae 


æ est done un résiduel à droite de x:a, donc est maximum dans sa classe 
modulo ,..& (th. I, 2). Par suite, ...@ est plus fine que , (th. I, 1) et, par 


suite, 
Os A nk, 


car a,Qb entraîne a,.,46; en effet, 


DA Sn 0 entraine (rw) m={(£:b}."æ, 
donc 
iD a ee ar Oe et Se Me ie | D. 
De la relation 
(zik 2) Kh = €(x:2%), 


on déduit done 
(xæ:k'æ)k'=e(A;) quel que soit l'EA, 
et, par suite, x est nomal à droite (th. I, 4). 


Tutorime I, 6. — Pour que le gerbier A contienne un élément nomal à droite 
(à gauche), il faut et il suffit que l'ensemble des éléments idempotents positifs 
admette un élément maximal, qui soit équirésiduel. 


Démonstration. — Remarquons d’abord que WyeD, y.: y et y*.y sont des 
idempotents. 


js [A Se ee 
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Montrons, par exemple, que (y*.y)?=y"-y: 
Posons 
ayy, By Sy! | oy Say Gye er nee yee 


mais 32e, car ey Cy, donc 3° Dz et 3° —3. 
Ceci étant, si æ est nomal à droite, on a 


> 


VE entraîne (2:Y) NA ys 
d’où 
y(m y) y et  yS(aiy)*. (xy). 
Mais (æ:y)°.(æ:y) est maximal dans la classe de e modulo &,., = &;, done 


CHADAC HAE TE el VAS ae 


ce qui montre que x: est l’idempotent maximal. 
Montrons que cet idempotent maximal x: est symétrique; d'abord aQ,.,b 
entraine a,b, car aQz,,,b est équivalent à a,b, done 


(ae) ae eae eae ee 0) 2e (M Oe ae ee ae el ee ee 


Ensuite a, .:@b entraîne aQ,..,b, car 


(Diocese (2701810 entraine ~@2a% = 7ib2—= 1, 


mais la condition de nomalité a droite fournit (th. I, 4) 
(x:ax)a =(x:bx)b = e(X;), 


donc 
Cle eb, (BSE) hee (EOD et AA 31,8, 


c'est-à-dire, x étant nomal à droite a,b et ac,.,.b. 
Montrons enfin, qu'un idempotent maximal symétrique est équirésiduel. 
Soit 9 idempotent maximal supposé de plus symétrique. La classe de e dans 
AE a pour élément maximal 


Oi a0 A Diigo a 
Ona 
a =a=%a(Ap=p), 0..0a=0.:a=0-. a8 
et 
0: Pat: alt= (sa, 


Posons 0 .: a0 =a, 0 +. Qa — y. On a successivement 


“Nell, Vale cd, VabreIaICIal, rVaICbal.0a0C8, 
riach.6=0 et wy; 


— ? 


de même, on montrerait que æ2 y, done 


037 a0 = 068 à et Giga, Vue. 
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Nous avons donc prouvé que si A admet un élément nomal a droite x, il 
admet un idempotent maximal qui est équirésiduel, à savoir : aia. 

Réciproquement, si A admet un idempotent maximal équirésiduel 6, cet 
élément vérifie les trois conditions du théorème PA 


Pour la première, il est immédiat de le voir; 

Pour la seconde, il suffit de prendre k =e; 

Pour la troisième, il suffit de se rappeler que (9:p):.(8:p) est un idem- 
potent, VpE A, et que (0:p)p C6, done 


0:[(8:p)p]20:0 —0 et (oop 00 D) 2.00 a. 0. 


COROLLAIRE. — Un gerbier A contient un élément nomal d'un côté si, et seule- 
ment st, il contient un élément nomal, à savoir Vidempotent maximal de A. 


Définition 1, 2. — Nous appelons gerbier nomal un gerbier A contenant un 
élément nomal. 


Tutorime I, 7, — St un gerbier A admet un idempotent maximal commutant 
avec tous les éléments de A, c’est un gerbier nomal. 


Démonstration. — Il suflit de montrer que l’idempotent maximal 6 est équi- 
résiduel, d’après ce qui a été vu à la démonstration du théorème I, 6. 


Premier point : Soit cEA, tel que c?Cc§= 6c, cD4. On a alors c—0. En 
effet, à 


(Ce CE «0, 
Posons cû— y, on a y? Cy. 
Mais de cD 0 on déduit 
cll foe LAVE, 
donc 
Ve 4 et c0C8, it cov. 
Mais 02e, donc 0c2cet02c, donc 0—=c. 
Deuxième point : Ona 
az C0<> azaCha<> zaCb, 
c’est-à-dire 
0. a0. a, Vaed. 
az CV entraîne azaC0 a. 
Réciproquement, aza Ca entraîne azazC 4az, donc 
(az) CO(az). 
Posons y/—azU0;ona 
y?= (az)?uazdUG= GazU0— 06 y. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXX VIII. — Fase. 1. | 11 
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Si, dans la démonstration du premier point, on prend c— 7"; on peut écrire 
ÿ— y'et, par suite, as C0. On démontrerait de même que 04 D aza est équivalent 


à sa GO. 


Remarque. — Nous verrons dans la deuxième partie de ce chapitre que © 
étant un ordre maximal, les @-idéaux forment un gerbier résidué a élément 
unité ©, qui est l’idempotent maximal. Ce gerbier est donc nomal. 


(x) Tuéorime I, 8. — Si dans un gerbier A, une congruence KR est telle que 
A/R soit un groupe, et qu'il existe un élément x maximal dans sa classe, alors 
R=A,= 4 et le gerbier est nomal. 


Démonstration. — Premier point : Montrons d’abord que «*.% = . a est élé- 
ment maximal de la classe de e(®). 
En effet, soit ec, =e(R), ona e,xa= a(R). Done 


eaCa et CREME 


D'autre part, «—(x".4)a, car, en posant x*.% =a, ona æax Cu, et comme on 
vient de voir 
CG ais a, ac(a-.a)a, 


on déduit «= (a*.)a; par suite, 
a 4=(a-.a)a(R), d’où a=a".a(R), 
puisque A/R est un groupe. On prouverait de même que 
(=a. a(R) et LS LL 


Deuxième point : Étant donné une congruence &, telle que la classe de y ne 
contienne que des éléments inférieurs ou égaux à y, si toute classe modulo R 
contient un résiduel à gauche (respectivement à droite) de y, ona R=&, 
(respectivement R —,X). 

Nous entendrons par congruence une équivalence régulière par rapport à la 
multiplication et à l'union de A. Si le résultat n’était pas vrai, une classe 
modulo CL, se décomposerait en plusieurs classes modulo &, car on a d’après 
le théorème I, 1, ab + a,b. Alors cette classe contiendrait plusieurs rési- 
duels à gauche distincts de y, ce qui est impossible (th. I, 3). 


1, . . . . # 
Troisième point : Soit une classe A’ modulo R et a€ À’, il existe a* EA, tel 
que a = a*a=e(R). Ona done 


Lee QT A À AO 
Gace eo oa, 


done 


d'C(a. aye et da*Cal[(a.a)..a]Ca.-a, 


mt 


LA CONDITION « INTEGRALEMENT CLOS » DANS QUELQUES STRUCTURES ALGÉBRIQUES. 83 
ce qui prouve que 
a[(aæ'.a)."a]=e(R), 
puisque chaque classe de (®) est convexe. Ceci montre que 
[(æœ*. x). a)e AT! 
inverse de A’ dans le groupe A/@. On déduit que 


(aa). lang). GEA’: 


toute classe contient un résiduel à droite de « et même de w.-2=a-.a. On 
démontrerait de même que toute classe de R contient un résiduel à gauche 
de « et même de «.*«. On a donc, d’après le deuxième point, 


Oe Oly 9 Cl Cl == ee 


Quatrième point : 5=4a.a—= a.a est un idempotent maximal symétrique : 
On a vu R= As = gt. De plus, dans A/R la classe de 5 est la classe de l’élé- 
ment unité e, et c'est aussi la classe de tous les éléments idempotents qui sont 
donc inférieurs à 8 (premier point). Nous avons vu, enfin, qu’un idempotent 
maximal symétrique est équirésiduel) (démonstration du théoréme I, 6). Le 
gerbier A est donc nomal. 


(x) Tutorime I, 9. — Sout un gerbier A nomal, « son idempotent maximal; 
A/Q, est un groupe. 


Démonstration. — Posons a, — x." aa. Ona 


Na NT ALAN DRE, 


d’après la condition de nomalité à droite. Done a;a = e(&,); de même, ona 
aa =e(&,). La classe de a, est l'inverse de la classe de a et A/&, est un 
groupe. 


Partie I. 


Section 1 : Les définitions d’Asano. 


Asano a étudié d’une part les anneaux, qui sont des ordres maximaux [1], 
et d’autre part les demi-groupes, qui sont des ordres maximaux [3]. Ces études 
sont baties sur deux séries de définitions analogues. Nous donnons ici les défi- 
nitions de base d’Asano, en nous plaçant dans le cas des demi-groupes. Les 
définitions correspondantes du cas des anneaux se laissent facilement imaginer, 
à partir de celles-ci. 


Il. 


A5 AT AER 
ce PE Eu NI 
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Définition Il, 1: — Soit © un demi-groupe, et soit M le demi-groupe des 
éléments de M simplifiables des deux côtés. Soit M’ un sous-demi-groupe de M. 
Un demi-groupe S est dit demi-groupe quotient à gauche de © selon M’, si : 


1° S contient ©; 

2° S a un élément unité 1; 

3° tout élément « de M’ a un inverse ~~! dans S : «x!= aT"a —=1; 
Pour tout élément x de S, il existe z, EM’, tel que 47€ ©. 


=~ 


Remarque ll, 1. — La définition d’un demi-groupe quotient a droite de © 
selon M’ s’imagine sans peine. On démontre que S existe, étant donnés © et M’ 
si, et seulement si, pour un élément a de © quelconque, et pour un élément x 
de M’ quelconque, il existe des éléments a’ et 4’, a’ EO, a'eM’, tels que 
a'a = «'a[2]. Ce demi-groupe quotient à gauche de © selon M’ est alors déter- 
miné à un isomorphisme près par © et M’. 


Remarque II, 2. — SiS est un demi-groupe quotient à gauche de © selon M’, 
alors étant donnés n éléments &,, ..., «, de M’, il existe des éléments de ©, 
Care + IC tela QUE 


= nel = hs avec yeM’. 


Définition Il, 2. — Si M’=M, S est appelé le demi-groupe quotient à gauche 
de ©. 

Si S est demi-groupe quotient à gauche et à droite de ©, S est appelé le 
demi-groupe quotient de ©. 


Définition Il, 3. — Un sous-ensemble © de S est appelé un ordre deS, si: 


1° © forme un sous-demi-groupe avec élément unité ; | 

2° S est un demi-groupe quotient de © selon S'N©, S* désignant l’ensemble 
de tous les éléments de S ayant un inverse. 

(Dans la suite, un élément de S ayant un inverse, sera dit régulier. ) 


Définition I, 4. — Soit © un ordre de S, un sous-ensemble A de S est appelé 
un O-ensemble à gauche (à droite), si l’on à OAC A (AOC A). 


Définition I, 5. — Un O-ensemble a gauche (à droite) A est appelé un 
O-idéal à gauche (à droite) de S, si A contient un élément régulier de S et s’il 
existe un élément régulier À tel que AA CO(AA CO). A est appelé un ©-0'-idéal, 
s’il est un O-idéal à gauche et un O’-idéal à droite. Un ©-0-idéal est appelé 
aussi un O-idéal bilatére et même plus brièvement un ©-idéal. 


Remarque Il, 3. — On peut supposer dans la définition II, 5 que À appartient 
à 0. Si © est un anneau commutatif noethérien, les ©-idéaux d’un côté, les 
©-idéaux bilatères, coincident avec les idéaux fractionnaires de ©. 
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Remarque I, 4. — Soient A et B deux @-idéaux à gauche de S (à droite, bila- 
tères). Alors AUB et ANB, U et N ayant le sens habituel, sont des O-idéaux 
à gauche de S (à droite, bilatères) : il suffit de se reporter aux définitions et a 
la remarque II, 2. 


Soient A un @-O'-idéal, B un ©’-O'-idéal, AB — | 4b, a€A, DEB} est un 
O-0"-idéal : il existe, en effet, » tel que Bu. CO’, donc ABUCAO'CA. 
et il existe À tel que AAC ©, donc, ABuA CO, uA étant régulier comme / et u. 
En particulier, le produit de deux O-idéaux est un O-idéal. 


Définition II, 6. — Deux sous-ensembles M et N de S sont dits équivalents, 
s'il existe des éléments réguliers À, u, A’, w/, tels que 


ANu CM et \'MU'CN. 


Remarque Ul, 5. — En particulier, deux ordres © et ©’ de S sont dits équi- 
valents, s'ils le sont en tant que sous-ensembles de S. Dans ce cas, À et U, 
éléments réguliers satisfaisant à AO’ uC © peuvent être pris dans © (et de même 
Net x dans ©’), car il existe des éléments réguliers « et 8 de ©, tels que «A et* 
uG appartiennent à ©. On a alors 

aÀO'uB Cao ce. 

Taéorëme II, 1 (Asano). — Soit A un O-idéal à gauche, formons 

=, «ES tACAI et O-={2,2E5, ArCA!. 


©, est un ordre contenant © et équivalent à ©. ©, est de plus un O-idéal gauche. 
©, est un ordre équivalent à © et A est un O,— @,-idéal. 


Démonstration: — ©, et ©, sont des demi-groupes contenant 1. Si À et vu. sont 
des éléments réguliers, tels que EE À, AAC ©, on peut écrire 
Our COAL CACO. 


De plus, © est contenu dans ©, : ©, est donc un ordre équivalent à © et c’est 
aussi un @-idéal à gauche. 
On peut écrire successivement 


AAACOACA, AACO, et AACO, AS CAACO. 


Montrons que le demi-groupe, contenant 1, ©, est un ordre : pour tout æ appar- 
nant à S, il existe «, appartenant à S*Q ©, tel que a= aay appartient à ©. 
Par suite, en posant 

Bi == AC, aEes*no,, 
a' =) ay. appartient à ©,, et l'on a «'æ=— a". De même, pour tout x appartenant 
aS, il existe «” ES*N©,, tel que xa" appartient à O,. 


On a aussi 
DOFEAC;CA, done pO,ACAACO 
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et, enfin, AO,CA et ©,A CA. Tout ce qui précède montre que ©, est un ordre 
équivalent à © et que A est un ©,-O,-idéal. 


Définition IH, 7. — ©, et ©, sont respectivement appelés ordre à gauche et 
ordre à droite de A. 

Définition I, 8. — Un @-idéal à gauche (à droite) A est dit entier, si c'est 
un demi-groupe, ou encore, si l'on a A CA. 

Remarque Il, 6. — Les conditions suivantes sont équivalentes : 1° ACO; 
2 A? CA; 3° ACO,. 

Définition ll, 9. — Un ordre de S est dit un ordre maximal, si tout ordre le 
contenant et équivalent a lui, lui est égal. 

Tutoréme II, 2 (Asano). — Soit © un ordre de S, les conditions suivantes sont 
équivalentes : 


1° © est un ordre maximal ; 

2° Il n'existe pas de O-idéal à gauche (à droite) entier, contenant ©, qui ne soit 
pas égal à O; 

3° L'ordre à gauche d'un ©-idéal à gauche quelconque est ©, et l’ordre à droite 
d’un O-idéal à droite quelconque est ©; 

4° L'ordre à droite et l'ordre à gauche d'un ©-idéal bilatère quelconque est ©. 


Démonstration. — La condition | entraîne la condition 2. Celle-ci entraîne 
la condition 3, qui entraîne la condition 4. Montrons que la condition 4 entraîne 
la condition 1. D'abord, sous l’hypothèse exprimée par la condition 4, si M est 
un O-ensemble à gauche contenu dans § et tel qu'on ait AMC ©, ÀeS*n©; on 
a aussi MA C ©. En effet, on peut écrire successivement 


@10MA1COAM1COÀCO20, donc MACO, 


Soit maintenant ©’ un ordre équivalent à © et contenant © : il existe des élé- 
ments À et p. appartenant à SN, tels que À O’y.C ©. D'après ce qu'on vient de 
voir, ona O'uACO et, de même, pAO’CO. ©’ est donc un ©-idéal bilatére 
dont l’ordre à gauche est, par suite, ©. Mais de OO’ CO’, on déduit 


OO et CeO: 


Remarque ll, 7. — D'après ce théorème et la remarque II, 6, un ©-idéal à 
gauche (à droite, bilatère) est entier si, et seulement si, il est contenu dans ©, 
O étant un ordre maximal. De plus, chaque ©-ensemble à gauche équivalant à 
un ordre maximal © et contenant un élément régulier est'un ©-idéal à gauche 
se reporter au début de la démonstration du théorème II, 2). 


Remarque II, 8. — Comme il est équivalent d'écrire Ace ©,, ou AcACA, 
oucACO,, A étant un O-idéal à gauche (à droite) quelconque, © étant un ordre 
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quelconque de S, ©, et ©, étant respectivement les ordres à gauche et à droite 
de A, l’ensemble noté A-! de tous les c de S, tels que AcACA est aussi 
l'ensemble de tous les éléments c deS, tels que AcCO©,, ou encore l’ensemble 
de tous les éléments c de S, tels que cACO,. On pourra vérifier que A~ est 
un O,-©,-idéal. En prenant la notation des résiduels, 


Arts OF SIO,” À! 


Définition II, 10, — Un ordre © de S est dit régulier, quand pour chaque 
élément x de S, il existe des éléments réguliers « et 6 de ©, tels que 


æOaCO, BOxrco. 


THÉORÈME IL, 3 (Asano ). — Soit © un ordre de S, les conditions suivantes sont 
équivalentes : 


1° O est régulier; 

2° Pour chaque x, xES, il existe un O-idéal bilatère contenant x; 

3° Pour tout élément 1. de S*, © u.© est un O-idéal bilatère ; 

4° St M est un sous-ensemble de S et si AML CO, À, pES*NO, il existe des 
éléments réguliers « et $ appartenant à ©, tels que «MC O et MBDO; 

5° Pour chaque élément régulier « de ©, il existe «x! et «" appartenant à S* Nn, 
els que Or D 2'O} «O2 Oa"; 

6° Chaque O-idéal à gauche (à droite) contient un O-idéal bilatère. 


Nous ne donnerons pas la démonstration de ce théorème qui n'offre pas de 
difficultés. 


Définition IX, 11. — Un O-idéal à gauche (à droite) A est dit normal, © étant 
un ordre quelconque de $, si les ordres à gauche et à droite de © sont maxi- 
maux, 


Section 2 : L’équivalence d’Artin dans les ordres maximaux. 


Nous supposons que © est un ordre maximal de S. Alors, l’ordre à gauche 
(a droite) d’un @-idéal à gauche (à droite) est © ; les O-idéaux bilatères ont 
donc © pour ordre à droite et à gauche (th, IT, 2). 

Les O-idéaux à gauche (à droite, bilatères) entiers sont ceux qui sont com- 
pris dans © (remarque IF, 7). 

Soit (L) le treillis des O-idéaux à gauche, (&) le sous-treillis des O-idéaux 
bilatères, (L’) le sous-treillis des O-idéaux à gauche entiers, (&')le sous-treillis 
_des ©-idéaux bilatères entiers (remarque II, 4) 

Dans la suite, nous noterons par une majuscule d'imprimerie un O-idéal d'un 
côté, et par une majuscule italique un O-idéal bilatère. 
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Considérons dans (L) la relation d’équivalence & : 
A, Be(L), A= B(R) =f. B= 
, 8). 


(ou encore ©.° 
Soit R’ la restriction de R à (&) 


A,GE(S), A=G(R) SAS SHE 


(ou encore ©. A—0*.A4— 0. @—0:.@) (remarque Il, 8). 
Soit A la classe de A, A€(L); (L) sera l’ensemble quotient (L)/&, (L') 
l'ensemble quotient (L’)/R, (%) et (&') désigneront les ensembles quotients 


(G)/R' et (S')/R! respectivement. A désignera la classe de A modulo &' 
| A désignant la classe de A modulo &, A étant considéré comme élément 


de (L)]. 


Section 3 : Propriétés de la relation ® (Asano). 


Propriété II, 1. — Toute classe A a un élément maximal 
Af=(A-1)-1=0:.(0. A),  Ae(Lj). 
Démonstration. — En effet, d’abord, (A~')~' est un ©-idéal à gauche comme A, 
puisque A7! est un O-idéal à droite (remarque II, 8). Ensuite, 
DRE OA = O Mo (One 


d'après une propriété bien connue des résiduels. Enfin, AC O*.(©.*A)=A*. 
On déduit de cette propriété que A**= © :.(@ .: A*) est égal à A*. 


Propriété Il, 2. — R est régulière pour l'union de (L); dans (L) on peut défin nir 
une union U 
A 


e c 


B—AUB, A, Be(L), 


et une relation d'ordre <, À ZB si À U B=B, ou encore si A* CB*. 


Démonstration. — En effet, si B = B'(R), B, B'E(L), on a, quel que soit 
A€(L), 
AUBZ=AUB'(&), 
car 
©. (AUB)— (0. A)n(©..B)=(0.:A)n(©.B')—©.: (AUB). 


En particulier, AU B =A*UB* et cet élément est égal à (AUBY. 


PROPRIÉTÉ II, 3. — On peut définir dans (L) une intersection N de la façon 
suivante : 


A, BE(L),, AnB—=AnB:. 
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De plus, A* \ B* est élément maximal de sa classe A (\ B. Ainsi (L) est un treillis, 
(1 ) un sous-treillis de ( (D) 


Démonstration. — Montrons que A NB est la borne inférieure de A et B. Soit 


C2 À, Gp. CHA Bel, 
On en déduit 

C*CA*, C*C B* et C'CA NB" 
ou encore 


CZANB =ANE. 
Montrons maintenant que C = A* A B* est maximal dans sa classe : on a 
CoA ee CE. 


et 
0750-20." À, Oe Oat Co OOK, ak), 


c'est-à-dire C*CA*, d'après les propriétés bien connues de la résiduation, et 
d'après la propriété II, 1. De même, on a C*CB*, donc C*CA*NnB* et, par 
ailleurs, 

CDA‘NB*=C. 
On en déduit donc 

(= Aa = (C, 


_ PROPRIÉTÉ II, 4. — (&) est un groupe réticulé commutatif. 


Démonstration. — Les ©-idéaux bilatéres de l’ordre maximal © forment un 
gerbier G’ non commutatif en général, à élément unité ©, et résidué. En effet, 
A, @ étant deux O-idéaux bilatères, montrons que 


A O21 2,7E8, B&CA} 


est un ©-idéal bilatére : en effet, A.-@ est un O-ensemble a droite et à gauche. 
Si À appartient à S*NO, tel que @A CO, et si ». appartient à SNA, on a 
@hu.CA, donc A.’ & possède l’élément régulier Av. Si a’ appartient a S* NB, 
et si A’ est un élément de S*Q 0, tel que A’ACO, on peut écrire A’u'x CO, et 
ceci, compte tenu de la remarque II, 7, montre que A.‘ @ est un O-idéal bila- 
tère : de même, A‘. @ est un ©-idéal bilatère. | 

Le début de la remarque II, 7 prouve que © est l’idempotent maximal de G. 
Le théorème I, 7 prouve que G’ est un gerbier nomal, le théorème I, 9 montre 
que (&) est un groupe. 

&' est régulière, par rapport à l'union de & d’après la propriété IL, 2 et par 
rapport à l'intersection de (G) : nous renvoyons pour ce dernier point à la 
démonstration d’Asano, ([3], p. 13). (%) est un groupe réticulé. 

Dans les sections suivantes, nous supposerons que (L’), done (&'), donc (®&’) 
 vérifient la condition de chaîne ascendante : d’après le théorème 12 de [9] 
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(p. 230), on en déduit que (%) est un groupe réticulé commutatif. Mais cette 
propriété est vraie, sans l'hypothèse supplémentaire que (L’) vérifie la condi- 
tion de la chaîne ascendante, car & est conditionnellement complet ([3], p. 10 
et [4], p. 233). 


Propriére II, 5. — (L') et (&') sont des treillis modulaires. 
(3) est un treillis distributif donc modulaire ([9], p, 148), donc ausst (& ). 


Démontrons que (L’) est modulaire : il faut montrer que : 


A, B,Ge(L'), AZC  entraînen AU(BNC)=(AUB) nC. 


Or, par définition, B A Cest égal aB* AC’, en désignant par A*, B*, C*l’élément 
maximal de A*, B*, C* respectivement. Donc le premier membre de l'égalité (1) 
est égal à A*U(B*NC*). Comme on a A*CC* et comme (L’) est modulaire, il 
est aussi égal à (A*UB*) NC", c’est-à-dire à (A UB) NC. 


Section 4 : Propriétés de la relation ® (suite). 


Les propriétés énoncées a la section 3 sont dues a Asano. 
Nous avons remarqué de surcroit les propriétés suivantes : 


Propriété Il, 6. — On peut définir le produit A .X d’un élément A de ( 8) par 
un élément X de (L) de la façon suivante : c’est la classe AX du produit AX, 
AXE(L), AEA, XEX. 

Démonstration. — Si A appartient à (&), et si X appartient a (L), il est facile 
de vérifier d’abord que AX appartient à (L). Il faut, ensuite, montrer que, si X 
et Y appartiennent à (L), avec 4€(%) et X=Y(R), ona AX=AY(R), et 
d'autre part que si | 
Xe(L), A, BE (SG), A = 8(R'), 
ona 

AX = @X(R). 
Pour la seconde partie, il suffit de remarquer que 
O° MX O OX: 
et ceci résulte de 
(0% AYU EE (D BE) “KS 0. AX 0 EX 
Pour la première partie, posons 


Ov AX =, On AMEN, 
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On a successivement 


HRVÉO XV COA or RV ARO) PVC. x Lo: T 
YVACO; YVCO..A=0.-A, AYVco, VOOR AN am Vion 


et. de même V'E V. 


Propriété II, 7. — On a les propriétés suivantes du produit A.X : 


Pop etx Cy ed XU AY: 
(0e) Por horse 
(C,) (4. B).X = A, BX ; 
ne Oi ween Ni 
(C;) Pour tout couple X€ wes 1€ (&'), il existe un Y E(L’), tel que AY ZX 


et l’ensemble des Y ayant ces propriétés admet un élément maximal noté XwcA; 
(C,) Pour tout couple Xe(L'), YE(L'), si de plus © est un ordre régulier, ul 


existe un À E(B’ ), tel que A.Y ZX et l'ensemble des A ayant ces propriétés, 


admet un élément maximal noté X :. Y. 


Démonstration. — Pour démontrer les propriétés (C,), (G), (C;), (G) il 
suffit de prendre des représentants dans les différentes classes. 
 Démontrons (G;) : Soit X* élément maximal de X© ona X*CO. Soit A un 
élément de (%') appartenant à la classe A de (®’). 
Considérons l’ensemble des éléments x de ©, tels que AxCX*: c’est un 
O-idéal à gauche Y compris dans ©, et contenant X*, et l'on a AYCX*, done 


ANR Réciproquement, soit Y' e(L'), tel que A.Y EX. Pour un représen- 
tant Y’ de Y’, on a À Y’C X*, A étant le représentant de la classe À déjà considéré 


plus haut. On déduit 
MEN d'où re %; 


Démontrons (C,) sous l’hypothése supplémentaire que © est régulier. Soit X* 
l'élément maximal de X, on a X*CO. Soit on: un représentant de Ye(L’), 
ona YCO. 

Considérons l’ensemble des +, x EO, tels que x Y EX”. C'est un ©-ensemble 
à droite et à gauche, compris dans ©; pour montrer que c’est un @-idéal bila- 
tere, il suffit de montrer qu’il contient un élément régulier $. © étant régulier, 
et x étant un élément régulier de X*, il existe un élément régulier 6 de X", tel 
que X*204280 (th. Il, 3) et, par suite, BYCBOCX" et $ appartient à 4. 
Ceci étant, on a alors — 

AY € X', donc A. VX, 
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Réciproquement, soit AE (&') tel que A‘ Y ~X, alors A’ étant un représentant 
dans (&’) de A’, on en déduit AY € X*, et par suite, 
A! Sc A 5 donc A! es A. 


Dans les démonstrations précédentes, nous nous sommes placés dans le cas 
d’un demi-groupe ©. Les démonstrations dans le cas d’un anneau se font en 
calquant ces derniéres. 


Propriété II, 8. — Soit X’, BE CL, 1€ (&’), tels que A.B> X'; il existeX 

tel que ri 
eu X =B, X'=A.X., 

On exprime cect, en disant que tout élément A, 1e (& &' . est CL )-principal ( [13], 
§ 4 ck 7; p.nto7). 

Démonstration. — Considérons 

Ae(6) et X—A.X'; 

ona 


De plus, 


Section 5 : Etude fine des ordres maximaux réguliers. 


© est supposé, dans cette partie, sauf mention contraire, un ordre maximal 
régulier noethérien à gauche. 
Conformément au Mémoire [13], nous introduisons les définitions suivantes : 


Définition IT, 12. — Un élément A, Ae (&/) sera dit premier, si 
B. CAA entrainent BZA ou € CA. 


B, CE (#), 


Définition I, 13. — Un élément X, X €(L’) sera dit primaire, si 
AX 2%, MEL), y eB), . Wak, 


entraînent l'existence d’un entier k, tel que At ZX: .©, ou tel que, ce qui est 
équivalent, A‘ X, 


Propriéré IT, 9. — Soit X un élément primaire de (L’), l'ensemble des élé- 
ments A de (3), pour lesquels il existe un entier naturel k, tel que Ak <X: ©, a 


un élément maximal & & qui est un élément premier de (&! ). Cet élément se nomme 


le « radical » de X. 
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Démonstration. — La démonstration est donnée au Mémoire [13 | (p. go); on 


remarquera, en effet, que les treillis (&’) et (L’) satisfont aux hypothèses géné- 
rales vérifiées par les treillis (+) et (L) de ce Mémoire (p. 81-83), d'après les 
propriétés énoncées à la partie II, section 4 de ce chapitre. 


Tutorime II, 4. — Tout élément de (L’) est intersection d’un nombre fini d’élé- 
ments primaires, et la décomposition peut étre réduite. Il y a unicité des éléments 


de (&' ) radicaux de ces composants primaires. 


Démonstration. — Il suffit de se reporter au Mémoire [13] (p. 108, th. 7.1 
et p. 112, 115, th. 8.1 et 8.2), en utilisant les propriétés de la partie II, sec- 
tion 4, et notamment la propriété IT, 9. 

Définition II, 14(7). — Un élément & de (&’) est dit premier, si : 

A, BE(B'), ABCE 
entrainent, soit AC, soit BC. 

Définition II, 15(7). — Un élément X de (L’) est dit primaire, si : 

eee Bei) AYCX.” AY¢x 
entrainent qu il existe un entier naturel # tel que A‘ CX, 

Définition Il, 16(7). — Un élément € de (@’) sera dit primaire à gauche 
dans (&'), si : 

AE(S'), Ge(T'), ABCE, BEC 


entrainent qu il existe un entier naturel 4, tel que A*CC. 


Définiton Il, 17 (7). — Un élément € de (&') sera dit primaire à droite 
dans (&'), si: 
A E(B’), BE('), GA CC, BEC 


entrainent qu'il existe un entier naturel # tel que ACC. 


Définition II, 18 (7). — Un élément € de (@’) sera dit primaire dans (’) s'il 
est à la fois primaire a droite et primaire à gauche. 


Taéorème Il, 5. — Toute classe première & de (&) différente de © a pour 
élément maximal &* de (&), B*AO,. premier. Réciproquement, tout élément 
premier & de (%') non équivalent à © modulo R' est maximal dans sa classe &. 
est un élément premier de (&’), et si l'on a CE(T'), tel que LCCCO, on 
déduit C = © modulo R'. 


(7) Dans cette définition, © est un ordre quelconque, noethérien à gauche. 
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dave ape @P 
Démonstration. — Nous pouvons remarquer que l'élément # de la classe & 
d’un @-idéal bilatére & est l’élément maximal de la classe €. Supposons qu on 
ait 
A, mE(T'), A 0 CL 
et, par exemple, A€%*. On en déduit 


A OT et AT 


ce qui entraine, puisque € est premier, 
BZ, donc BC". 


Réciproquement, soit & un élément premier de (&'), non équivalent à © 
modulo &’. Soit A un élément de (&/) appartenant à & : ona 


pi eHA et > Saba 1A, 
en posant 
AAA, DRE) 
on à 
U=Y=0(R'), donc ACT. 


Or, A¢@ est impossible, puisque cela entrainerait VC&, donc =O. On 
déduit donc que A est compris dans & ou encore que & est maximal dans sa 
classe &. D'autre part, & est élément premier de (&'), car ABLE, ALE 
entrainent, en prenant des représentants A dans A, @ dans B : AB CT, ACT 
et, par suite. BC et BL. : 

On sait que @, élément premier de (%’), est maximal dans (@’) c’est une pro- 
priété bien connue des éléments entiers d’un groupe réticulé). 

Par suite, PCCCO, & étant un élément premier de (8'), C E(B’) entrainent 


all 
all 


£<E<0 et 


Tutorime II, 6. — Toute classe primaire dans (®') différente de ©, a pour élé- 
ment maximal un élément primaire dans (&'). Réciproquement, tout élément de (%') 
primaire a gauche (à droite) dans (%') non équivalent à © modulo R! est maximal 


dans sa classe. Celle-ci est un élément primaire de (&) et tout élément primaire à 
gauche (à droite) dans (%') est primaire dans &'. 

Démonstration. — Dans le cas où © est commutatif, la démonstration peut 
être prise dans le Mémoire [8 |. Rappelons que (@’) est commutatif et que, par 
suite, « primaire dans (&/) » s’entend au sens habituel. 

Soient © un élément primaire dans (&'), C* l'élément maximal de € ; 
soient A, ®E(’), tels queA BCC’, Bt e*, On déduit ABLE, avec @ £e, 


{I 
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d’où, & étant un entier naturel, 4*<@ et, par suite, A*C@*, ce qui montre 
que € €" est primaire à gauche dans (8’). De même, on montrerait que C* est pri- 
maire à droite dans (&’). 2 

Réciproquement, soit € un élément primaire à droite dans (&') non équiva- 
lent à © modulo &' et soit € sa classe dans (&’). Soit C* l'élément maximal de € 
Montrons que C*€C. De C-'= C*-1, on déduit 


Or, & — ET" C est un O-idéal bilatère appartenant à (&’) et l’on a C*6CE, car 
C*CE*" est un élément de (G’). Comme pour tout entier naturel #, on a &€€, 


on en déduit @*C €. Soient alors 4,8 € (&’), tels que 


On en en A, G étant des représentants de Aet @, respectivement : ABCEC, 
AŒC et, € étant primaire à droite dans (&'), @* CC, pour un entier naturel £, 
donc à CE, ce qui montre ie C est primaire. Par suite, d’après la première 
partie de la démonstration, & est aussi primaire à gauche dans (&') done pri- 
maire dans (&'). 

Tnéorëme Il, 7. — Toute classe primaire X de (LA) différente de ©, a pour élé- 
ment maximal un élément primaire de (L') X*, non équivalent à © modulo R. Le 


radical de X a pour élément maximal le radical de X* qui west pas équivalent 
à © modulo R. 


Démonstration. — Rappelons que le radical & de X* est le plus grand des élé- 
ments À de (@’) pour lesquels il existe un entier naturel #, tel que A*€ X*. C'est 
un élément premier de (@’), si X* est primaire ([13 |, p. go). Soit Xe duu 1}, pri- 
maire, et soit X* l'élément maximal de X. On a X*C©. Soient 

AE(&'), Ye(L'), avec Y¢ X"*, PEG KE: 


On en déduit ANS YÆX et, par suite, il existe un entier naturel # tel 
que A‘ X, done on a A*CX* et X* est primaire. La dernière partie du théo- 
rème est facile à démontrer. 


Tutorime I, 7 bis. — Si les O-idéaux à gauche entiers sont normaux, tout élé- 
ment primaire de (L!) non équivalent à © modulo R est maximal dans sa classe 


et celle-ci est élément primaire de (L') non égal à ©. 
Démonstration. — Soit X un élément primaire de (L’) équivalent à © 


modulo ®. | 
Soit Y un élément de (L’) équivalent à X modulo R : X-'=Y~*. On tire de 
la XX-"Y= XY-!Y. Mais XX-*= A est un élément de (&') équivalent à © 


2 Met ca D 
È ‘ 
A 
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modulo & : en effet, c’est d’abord un O-ensemble contenant évidemment un 
élément régulier et contenu dans © (remarque II, 8), et de plus, on peut écrire 
© XX-1— X-1. X—1— 0, 


car X-',:X—! est l’ordre à droite du ©-idéal à droite X-* (th. II, 2), ce qui montre 
que XX~' est équivalent à © modulo &' : | 

Par ailleurs, on a Y'YCO’, ©’ étant l’ordre à droite de Y. Or, nous allons 
montrer que, sous les hypothèses faites, deux @-idéaux à gauche entiers équi- 
valents modulo ®, X et Y, ont même ordre à droite ©’ : appelons ©” l’ordre à 
droite de X, les ordres à gauche de X et Y étant égaux à © (th. II, 2). ©’ et ©” 
sont d’ailleurs maximaux, puisque X et Y sont normaux. On sait (remarque II, 
8) que X ‘ est un O’-O-idéal, que Y-* est un ¢-O-1déal>. Decks Nat 
déduit O° X=" = XL et, par suite, O'CX FA Or IX AT ent l’ordre à 
gauche du O’-idéal à gauche X~' ; ©” étant maximal, cet ordre à gauche est ©” et, 
par suite, © C ©" et de même ©’ CO’, done O’= ©”. On a vu (th. II, 1), que X 
était un ©’-idéal à droite, par suite, on a ; 

aged Lap ohm Gap Ys ar Aa Ne 


On ne peut avoir Y¢X, car X étant primaire, il en résulterait pour un certain. 


entier naturel 4, A*CX et, par suite, A* CX, c'est-à-dire X= ©, et ceci est 
impossible. On a donc Y EX et X est élément maximal dans sa classe. Montrons 
maintenant que X est élément primaire de (L’). Soient 


A’ e(@'), Yet) avec Y ÆX, a TSR. 


On en déduit, en prenant des représentants 4’, Y dans 4’ et Y respectivement : 
A'YCX et Y¢X, X étant, comme on l’a vu, élément maximal de sa classe. Par 


" suite, X étant primaire, il existe un entier naturel #, tel que A’ CX et, par suite, 


A ZX, ce qui montre que X est primaire. 


Remarque I, 9. — On peut démontrer que, si © est un ordre maximal, dont 
tous les O-idéaux à gauche sont normaux, R est régulière pour l'intersection 
de (L) : c’est le cas, par exemple, si © est un anneau, ordre maximal régulier, 
dont les O-idéaux à gauche entiers vérifient la condition de chaîne descendante 
(Jacobson, Theory of Rings, p. 132). 


| Tutonèue 18 8. — Soit a un élément régulier de ©, le O-idéal à gauche ©a est 
intersection d'un nombre fini de O-idéaux à gauche entiers primaires. La décom- 
position peut être réduite. Les radicaux de ces composants primaires sont bien déter- 


minés, et sont des O-idéaux entiers premiers minimaux. (Tout O-idéal premier 
contenu dans l'un deux lui est égal). 


Démonstration. — Nous entendrons « décomposition réduite » au sens du 


Mémoire [13] (p. 112). Il est facile de montrer que Oa est maximal dans sa 
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classe. D'après le théorème II, 4, on peut écrire 


où X; est un élément primaire de (L’) dont le radical est un élément premier 


de (B'), Fi, £54 ©. D'après la définition de l'intersection dans lis l'élément 
h h 


maximal de f \ X; est f \ X;, X’désignant l'élément maximal deX;(¢=1,..., h). 


LE t= 


On a done 


h 
Om { | ee 
ext 
D'après le théorème IT, 7, X; est primaire, et son radical @; a pour classe le 
radical &; de X;(¢=1, ..., h). D’après le théorème II, 5, &; (RESTE ah eae 
peut contenir un ©-idéal premier distinct de lui-méme. 


Lemme II, 1. — Tout O-idéal entier A, AAO, contient un O-idéal maximal 
dans sa classe modulo R', non équivalent à ©. Tout O-idéal entier premier mini- 
mal n’est pas équivalent à © modulo R'. 


Démonstration. — Soit a un élément régulier de A. Oa contient un O-idéal 
bilatère, puisque © est régulier (th. II, 3), et Punion de tous les O-idéaux bila- 
tères, contenus dans ©a est un ©-idéal bilatére A’; on a successivement : 

A'COa  A-12(Oa) 
et 
(A) €[ Oa}? = Oa. 


Donc (A‘*), qui est un O-idéal bilatére contenu dans Oa, est compris dans A’. 
On déduit que (A) * = 4’, et A’ est maximal dans sa classe modulo &’, qui 


est différente de ©. On a donc 
A' =e, Be 


les , étant des éléments premiers de (@’) et les 9; des entiers convenables. 
_ Soit maintenant & un ©-idéal bilatére premier entier minimal, et soit A’ 
un @-idéal bilatère contenu dans & ayant les propriétés décrites ci-dessus. Dési- 
gnons par ®; l'élément maximal de @; {C= ines!) d'aprés le théoréme II, 5, 
æ; est premier. On a 

DT ee GMOs 


et, par suite, &; @ pour un certain i(1ZiZr), et & étant minimal, &;= &. 
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Remarque Il, 10. — Soit & un O-idéal bilatère entier premier minimal, et 
soit A un ©-idéal bilatére @-tertiaire (d’un côté). Alors A est &-primaire 
dans (&). Nous ne donnerons pas la démonstration, facile, une fois rappelée la 
définition d’un ©-idéal -tertiaire (voir [13] et [14]). 


Section 6 : Caractérisation des ordres maximaux réguliers noethériens à gauche. 


Définition I, 19. — Soit © un ordre de S quelconque dont tous les éléments 
sont réguliers, sauf (éventuellement) le zéro. Soit & un O-idéal premier compris 
dans ©, M un sous-ensemble de S et soit CP = © — & le complémentaire de & 
dans ©. Nous notons 

M,={2, «eS 
aM={ 2x, xes, tel que, il existe s€C@ avec x OsCM }, 


S, tel que, il existe se@ avec sOxCM}, 


M, et ,M peuvent être l’ensemble vide. 


Remarque U1, 11. — On pourra vérifier que ©, et ,© sont des ordres de S 
contenant ©, que M, est un O,-idéal à gauche, contenant M, si M est un ©-idéal 
à gauche. 


- Lemme IL, 2. — Soit M un O-idéal à gauche contenu dans ©, &'-primaire, © 
étant noethérien à gauche, si &' est contenu dans &, on a M, N O=M, si £' West 
pas contenu dans &, on a M, = © 


&° 


Démonstration. — Sous les hypothèses faites, il existe un entier naturel #, tel 
que @*CM. Si & n’est pas contenu dans ®, on peut trouver un élément s 
dans &* n’appartenant pas à (démonstration par récurrence sur #) : on 
a sO1 CP "CM et, par suite, 1 appartient à M, et M, = ©,. Si @ est contenu 
dans &, 0x CM, 5e, æe0, entraînent, puisque s n'appartient pas à ®/, et 
que M est 2'-primaire, æ EM et M, NO —M. 


Tuéorëme I, 9. — Soit © un ordre régulier, noethérien à gauche, dont tous les 
éléments (sauf le zéro) sont réguliers. Pour que © soit un ordre maximal, il faut 
et ul suffit que les conditions suivantes soient simultanément réalisées : 


(Ci) : Pour tout ordre ©! équivalent à © et tel que © 26, et pour tout O-idéal 
bilatère premier minimal &, contenu dans ©, on a se 41! 

(C2) : Pour tout élément régulier a de ©, Oa est intersection d’un nombre fini 
de O-idéaux à gauche primaires contenus dans ©, dont les radicaux sont des 
O-idéaux bilatères, compris dans ©, premiers minimaux ; 

(Gs) : ©, est un ordre maximal, pour tout ©-idéal bilatère premier minimal ®, 
compris dans ©. Ë 
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Démonstration. — 1° Les conditions sont nécessaires : en se reportant au 
Mémoire [3|, on voit facilement que la définition que nous avons donnée 
pour ©, coincide dans le cas où © est un ordre maximal régulier avec la défini- 
tion d’Asano pour ©,. On peut donc appliquer ses résultats : on a O, = ,,0 et ©, 
est un ordre maximal, ce qui montre que les conditions (C,) et (C,) sont véri- 
fiées. (C,) résulte du théorème II, 8. 


2° Les conditions sont suffisantes : Soit ©’ un ordre contenant O et équivalent 
à ©. D’après (C,) on a ®,—,0, & étant un ©-idéal premier bilatére minimal 
compris dans © quelconque. © étant régulier, ©’ est un O-idéal bilatère, donc, 
d'aprés la remarque II, 11, en tenant compte que ©, =,0' et ®,—,0, ©! est 
un ©,-idéal bilatère, dont l’ordre à droite est ©, d'après la condition (€, ) et le 
théorème II, 2. 


Or, ona 
yo! OM - CE SC er oO! 
05,0 Co., one ie On a PL 


Soit done æ = ba", b, aE ©, un élément de ©’ quelconque. D’après ee qui pré- 
cède, x appartient à ©, et, par suite, b appartient à O,a=(Oa),. Or, 


na 
d’après (C,), Oa est égal à ( \X, où les X; sont des O-idéaux à gauche, compris 
i==1 


dans ©, &;-primaires. D'après le lemme II, 2, on a pourv=1, ...,7 


(Oare = \(X;) 


Li 


et (OG la OO =" Xie fC = Ny. 


Mais alors 6 appartenant à (©a@),, pour t=1, ..., n, b appartient à X; 
pouri=1,...,n, donc à Oa et x appartient a ©, ce qui montre que 0’ = ©. 


Remarque II, 12. — La caractérisation énoncée au théorème II, 9 est la carac- 
térisation notée B” dans l'introduction du chapitre III et de la thèse. 


Remarque I, 13. — Il résulte d’un théorème de Goldie [10] qu'un anneau à 
élément unité, non commutatif, noethérien à droite et à gauche, dont tous les 
éléments, autres que le zéro, ne sont ni diviseurs de zéro à droite, ni diviseurs . 
de zéro à gauche, admet un anneau quotient S (définition II, 1), done, est un 
ordre de S. 


R. Croisot m’a fait remarquer que, de même, un semi-groupe non commutatif, 
à élément unité, noethérien à droite et à gauche, admet un groupe quotient S 
et, par suite, est un ordre de S. 
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FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES 


ET 


FONCTIONS DOUBLEMENT SOUSHARMONIQUES © 
Par M. Vazcain AVANISSIAN. 


à ——— 


INTRODUCTION. 


Deux Mémoires de P. Lelong, l’un sur les fonctions plurisousharmoniques 
(ef. [15]), l’autre concernant les propriétés métriques des ensembles analy- 
tiques définis par une équation (c/f.[17]), nous ont ouvert une voie de recherche, 
et inspiré dans ce présent travail : en suivant les méthodes de ces deux Mémoires, 
nous analysons ici certaines propriétés des fonctions analytiques de p 2 
variables complexes en vue de leur extension aux fonctions plurisousharmiques 
ou doublement sousharmoniques. C’est cette voie qui nous a amené également 
à faire l’étude du prolongement de mesures dépendant harmoniquement d’un 
groupe de paramètres. 

Ce travail comprend quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous sommes 
conduit à faire une étude locale d’une fonction plurisousharmonique V(z,, ..., 3,) 
au voisinage d’un point P, où l’on a V(P)——. 

Soit V une fonction plurisousharmonique dans un domaine D de C?, M,(r), 
le maximum de V dans la boule B(P,r)CD, de centre P et de rayon r; 
ÀA(V, P,r) la moyenne de V- sur la frontière de B(P,r). En utilisant les 
propriétés de convexité de M,(r) et A(V, P, 7), nous avons établi qu'en tout 
M»(r) 


’ 
log; 


point PED, la fonction a une limite y(P)=0o (quand r décroit vers 


(*) Thèse Sc. math., Paris, 1960. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 2. 13 
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seale : ALY ay Joe den ‘en tout point 
zéro), égale a celle de —~~——- Nous montrons de plus quen tout p 
D 
PEE[V=— x |ND (méme si 7(P)=0) ona: 


fe ee UE 


no Ny EP 


En formant un exemple, nous avons montré que cette dernière propriété est 
en défaut pour une fonction sousharmonique quelconque dans R’ si l’on a p = 4. 
Cette étude est complétée assez naturellement par l'étude des quantités 
CV, Pr, Rn), ACV, P,, Ra) [moyenne spatiale de V sur B(P,, R,)] relatives a 
certaines suites de boules B(P,, R,,) et leurs comparaisons avec M,, (R,,). Comme 
application de cette étude, signalons l'extension du lemme classique de Schwarz 
(dans la théorie d’une variable complexe) aux fonctions plurisousharmoniques. 


Dans le chapitre (II), nous étudions une classe de fonctions entiéres 
fs, ...,3,)en faisant une hypothèse sur la masse (dans la décomposition de 
Riesz) relative à la fonction plurisousharmonique V—log|/(z, ..., z,)| et 
une autre sur la moyenne A(V*, O, r), ou V*=sup(V, 0). Une représentation 
potentielle des fonctions plurisousharmoniques due à P. Lelong[19] (dont nous 
donnons une démonstration directe dans ce cas particulier, nous a permis 
d'étendre à la classe considérée une propriété des polynomes de plusieurs 
variables complexes établie dans [17]. Cette classe ne contient que des fonctions 
entières d'ordre oa < 1. Grace aux résultats obtenus, on étend ensuite à p 
variables un théorème de Jentzsch, Lindwart [24] relatif aux fonctions entières 
d'une variable, limite d’une suite de polynomes. Nous terminons ce chapitre 
par l'introduction et l'étude des ensembles que nous avons appelés P-négli- 
geables. Un ensemble e de points de C?, est dit P-négligeable, si pour toute 
partie compacte K de e on peut trouver au moins une suite de polynomes 


P31. +++, 3,), de degré g, << qu <<... bornée en module sur K par une 
constante, et telle que 


, I 
lim sup —log| Pz, (21, ..., 3p) | 
qu>+” dn 


est égale dans C?— K à + presque partout; K est nécessairement de capacité 
nulle dans R°?, toutefois un ouvert de R? plongé dans C?(p 2) donne l'exemple 
d’un ensemble de capacité nulle dans R?”, qui n’est pas P-négligeable. | 

Le chapitre III étudie les fonctions V(æ,, ...,æ,, 1, ..., y) dépendant de 
deux groupes de variables xeR?, yeR’, définies dans un domaine D CR’*7, 
bornées supérieurement sur tout compact de D, et sousharmoniques, par rapport 
à chaque groupe de variables séparément. Ces fonctions forment une classe 
(appelée ici classe S,,(D)) qui est plus large que celle des fonctions pluri- 
sousharmoniques (qu'on peut considérer de différentes manières comme des 
fonctions de la classe S,.,,(D). Une étude s Imposait pour savoir si certaines pro- 


oe 
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priétés des fonctions plurisousharmoniques pouvaient étre étendues a la classe 
Sx(D). | 

En reprenant une méthode utilisée dans [15], nous avons démontré la semi- 
continuité des fonctions de la classe S, ,(D), ainsi que leur sousharmonicité 
par rapport à l’ensemble des variables (a, y). 

Le résultat s'obtient sans faire aucune hypothèse sur la mesurabilité (au sens 
de Lebesgue) de ces fonctions dans R’*?, L'étude que nous faisons de cette 
classe de fonction montre que la décomposition de Riesz relative à une fonction 
de la classe S;,,(D) (tout comme une fonction plurisousharmonique) ne peut 
faire intervenir de masse isolée; plus précisément nous montrons que le support 
des masses relatives à une fonction de la classe S,,,.(D), n’est pas contenu dans 
un compact. 

Les fonctions V(2,, ...,æ,,y:, . ..,y)telles que VeS,.,(D), — VESz,,(D), 
forment la classe H,,(D). Une fonction de cette classe est harmonique par 
rapport à chaque groupe de variables séparément, et est harmonique de 
l’ensemble des variables (x, y). 

Soient D =D, x D, le produit topologique de deux domaines D, € R”, D,CR?, 
et W la variété (y, =0 ...,7,—=0)XD,. Une fonction de la classe H,,,(D-W), 
se développe dans D-W selon une série : ; 


a(x cs 
Wak dies fit Van Gags Ma C(E) eae +S Az, oly 
ST 
+ 
+DBAe lyre (23) 


Sat 


[où 9 =(%, ... 9,1) désigne un vecteur unitaire porté par Oy]. On constate 
que les coefficients A,(æ, ©), B,(æ, 9) demeurent harmoniques en x (pour 9 
fixé). En utilisant cette propriété à l’aide des résultats de M. Brelot sur le 
comportement des fonctions sousharmoniques au voisinage d’un point singulier, 
nous avons établi que si VEH, ,(D-W ) est bornée au voisinage d’un point de W, 
alors V est bornée au voisinage de tout compact de W sur D-W, et se prolonge 
en une fonction de la classe H,,,(D). On établit aussi l'existence d’une famille 
d’ensembles fermés pour la classe H,,, analogue aux ensembles singulièrs 
impropres que P. Lelong a étudiés dans le cas des fonctions plurisousharmo- 
niques [23]. Signalons que les énoncés obtenus à la fin du chapitre III, sont à 
rapprocher de résultats de S. Bochner [5], [6]. 

Dans la dernière partie de notre thèse, nous avons défini et étudié des formes 
linéaires dépendant harmoniquement d’un groupes de paramètres. Si l’on 
considère une fonction V(æ, ..., 2p, Ya, +++» Yq) bornée en module sur tout 
compact de D =D, D,, harmonique en y ED, pour x fixé, sousharmonique 
enæeD, pour y fixé, la mesure de Radon positive 11, associée a V en tant que 
fonction sousharmonique en 2, possède la propriété suivante: pour toute fonc- 


r 
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tion / continue à support compact #( f) dans D, CD, la fonction de Y; u,(f) est 
harmonique en y ED... C’est ainsi que nous sommes conduit à définir les formes 
(ou mesures) dépendant harmoniquement d'un groupe de paramètres. Un 
théorème obtenu est le suivant: si vu. est une forme linéaire (dépendant harmo- 
niquement dey €D,,); définie sur un sous-espace vectoriel fermé F, de F,, (espace 
vectoriel des fonctions continues dans un espace compact E) et uniformément 


bornée par un nombre M(D,) > 0 lorsque y demeure dans un sous-domaine | 


D,c CD,, alors il existe une mesure de Radon ÿ, définie sur F, et qui possède 
les propriétés suivantes : 

a. Br) = Pr); si feF,, 

b sup (|| Brllee) = sup (il lle 


c. Pour tout g appartenant à F,, .,(g) est harmonique en y € D,. Le théorème 
fait intervenir un domaine D, CD,, si l’on considère D, CD,; ÿ:, ne satisfait pas 
en général la condition (b). Le théorème de Hahn-Banach permettait évidem- 
ment de prolonger 1, pour y fixé, mais il s’agissait d'obtenir un tel prolonge- 
ment à, dépendant encore harmoniquement de y. | 

Certains résultats exposés ici ont fait l’objet de Notes à l’Académie des 
Sciences [1][2]. 

Je remercie vivement M. Lelong dont les travaux ont inspiré mes recherches, 
de m'avoir fait bénéficier de ses encouragements et de ses conseils au cours de 
la préparation de ce travail. 

Qu'il veuille bien accepter ici l'expression de ma reconnaissance et de ma 
profonde gratitude. 

Jexprime mes remerciements à MM. Salem et Deny qui ont àccepté de faire 
partie de mon jury de thèse. 

Je remercie également M. Montel qui a bien voulu accueillir ce travail dans 
les Annales de l'École Normale supérieure. 


CHAPITRE I. 


ÉTUDE D'UNE FONCTION PLURISOUSHARMONIQUE V 
AU VOISINAGE D'UN POINT P où L’on A V (P)=—o. 


|. Préliminaires. 


1. — RAPPEL DE NOTIONS SUR LES FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES. — Soit C 
l'espace de p variables complexes : 


3j =&j+ ly; Civ oe ae R) 


(3;= x;— 1y;) du support euclidien R?”(x,, y;). 
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Deérinition A. — Une fonction V(Z)=V(4,, ..., 5,) à valeurs réelles sera dite 
plurisousharmonique dans un domaine D de C si: 


a. En tout point MED, ona —w <V(M)< +0, et V>—o, en un point 
au moins ; 


» D. V est bornée supérieurement sur tout compact K contenu dans D ; 
c. St Il' est un plan analytique défini par les équations : 


z.— 79 . PS ee C 
Zj—2;+aju, Meas hse gh gle D) 


la fonction 9(u)—=V(z;,+ a;u), est sousharmonique [ou éventuellement la constante 
— 2 | sur les composantes connexes de D II". 


La condition (a) montre que la constante — 0, n’est pas plurisousharmonique. 
Une fonction plurisousharmonique est une fonction sousharmonique parti- 
culiére; on a en effet: 


Derinition B (P. Lelong cf. [23]). — Pour qu'une fonction V(M), 
—2o —V(M)< +, soit plurisousharmonique dans un domaine D de C?, il faut 
et ul suffit que : 

a'. V soit sommable sur tout compact K CD; 

b’. que la distribution (au sens de Schwartz) : 

T(À) = Ye a; aj 


i,j 


soit positive [c’est-à-dire soit une mesure positive sur les fonctions f indéfiniment 
> 
dérivables à support K(f) compact dans D], quel que soit le vecteur A(a;), 


. qu’en tout point PED, on ait V(P) =V,,(P) où V,,(P) est le maximum 
en mesure de V au point P (*). 

Les fonctions plurisousharmoniqucs ont été définies et étudiées pour la 
première fois par P. Lelong (cf. [15]). Nous nous bornerons à rappeler certaines 
propriétés de ces fonctions. 

Désignons par Z le point de coordonnées 3, ..., 3, et par 


Ÿ 


= [Ber sh) ae 


la distance euclidienne des deux points Z et Z'. La boule de centre Z et de 
rayon R sera notée B(Z, R). La moyenne A(V, Z, R) sur la frontière des boules 


PAT 


= (1) C'est- à-dire Vh(P) est la borne inférieure des & tels qu'il existe un ensemble ouvert w avec 
Pew, pour lequel l'intersection de w et de l'ensemble des points de D où V > &, est de mesure 


nulle. 
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concentriques B(Z, R)E CD, est une fonction convexe, croissante de log R. 
On notera : , , 
ÿ(Z: VE 
(en précisant si cela est nécessaire, s’il s'agit d'une dérivée a gauche ou à 
droite). »(Z, R) est positive croissante de logR. On sait que si une suite de 
fonctions f,(4:, ..., 3,) holomorphe converge uniformément vers une fonc- 
tion f,(&, ..., 5») <0 (nécessairement holomorphe) dans un domaine D, 
les v,(Z, R) [où B(Z, R) appartient à D] correspondant à V = log|f,(s, ..…., 3,)|, 
convergent vers la valeur v(Z, R)relative à V = log|/f(z, ....3,)|:; la conver- 
gence est uniforme en Z et en R pour R>2 © 0, et B(Z, R) portée par un 
compact contenu dans D(c/. [17]). Dans le cas des fonctions plurisousharmo- 
niques de la forme V= log| f(a, ..,, z,)|(f/ holomorphe). (0) = lim (0, R), 


est rappelons-le, égale au degré du premier polynome obtenu en développant 
f(%, -.., 3,) au voisinage de O en une série de polynomes homogènes de 
degré croissant (la multiplicité de O sur l’ensemble analytique f(3:...,3,) — 0). 
Enfin pour p>2, et V de la forme log| f(s, ..., 3,)|, la courbe convexe 
À (log|/|, Z, R), ne peut avoir les sommets [16], [17]. 


2. Mesure pe Rapon associée. — C’est la mesure de Radon positive du. associée 
à V en tant que fonction sousharmonique dans R?”. Cette mesure s’obtient grace 
à la décomposition de Riesz de V (faite dans un domaine D) sous la forme: 


V(Z) SH(Z)— | dp(ay|aa Zi (pSia)- 


D 


L'intégrale [du sera appelée la masse de V portée par l'ensemble Ec CD. 
E 


La masse u.(Z, R) portée par une boule B(Z, R), s'exprime à partir de v(Z, R) 
par la formule : 
p(Z, R)=(2p — 2)—' RP-2y(Z, R) sup a, 
u(Z, R) =v(Z, R) i pa 


[il est sous entendu qu'on prendra ci-dessus la dérivée à droite s’il s’agit d’une 
boule compacte, et la dérivée à gauche pour une boule ouverte]. | 
b.(Z, R) 
Le rapport == 
contrairement au cas où p= 1, qu'une fonction plurisousharmonique n’a pas 
de masse isolée pour ps2. 
Rappelons aussi que dans le cas V = log | f(41, -++5 3p)|, la masse u.(Z, R) 
de V lorsque Z est un zéro de / satisfait [16] : 


rest borné quand R décroit vers zéro, ce qui montre 


(1.1) p(Z, R)S(ap—2)RY (ps9), 
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En effet, v(Z, R) est une fonction croissante de R, et si Z appartient à 


l’ensemble analytique MST 0 2) 0, lim v(Z, R)==¥(Z; 0) est au moins 
R>0 ; ; 
égale à 1, car v(Z, o) est la multiplicité de Z sur f(s,, ..., 3,) =o. Done 


p(Z, R)=(2p — 2)-1R?7—2y(Z. R)S(2p — 2)- R7—2y(Z, 0) (2p — 2)-1R?r—. 


3. FAMILLE DE FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES. — Le caractère plurisousharmo- 
nique est maintenu par les opérations conservant les fonctions sousharmoniques 
à condition que ces opérations respectent la structure de l’espace C?. Cela résulte 
de l'énoncé suivant: Pour que V soit plurisousharmonique il faut et il suffit 
que V soit sousharmonique et le demeure pour toutes les transformations 
linéaires non dégénérées [15], 

Ainsi, la limite d’une suite non croissante de fonctions plurisousharmoniques 
U,(n——+), est de la même nature ou est la constante —. L’enveloppe 
supérieure d'une famille de telles fonctions (si cette enveloppe est semi-continue 
supérieurement) est encore plurisousharmonique. 

La fonction : 

Mr(r) = Sup V{21,/2..,%p), 


|Z— P|—r, B(P,r)€ CD; est une fonction convexe croissante de logr, cela 
résulte de la définition (A) et du fait que seules les fonctions convexes de logr 
sont sousharmoniques sur les plans II* issus de O. 


_ 4. Nous nous placons d’une façon générale dans C?, p2; ou bien dans 


R?, p>3. On notera D* la frontière d’un domaine D, et par ä un vecteur uni- 
taire de R? ou de C?= R’ x R?, suivant l’espace envisagé. O et o désigneront les 
notations de Landau. Le volume de la boule B(O, R)CR’, sera noté z,(R) et 
la mesure de sa frontière par 5, 4(R); |æx| désignera la distance à l’origine du 
point æ — ig ul Dh 


Pp 
5 


Pp 
TE oll? 
FAUNE, Sh) EE 
we 2 
doi (a) notera l'élément d’aire de la frontière de B(O, r) CR’. Le noyau de la 
théorie du potentiel dans R? sera h,(, n)—|£— |". La fonction de Green de 
la boule B(O, R) CR? est alors: 


P 


> 


Gr (Pp; ey eee RUES n) = R2-? (1 — 29 cos) + 9?) 


avec y= EREr 007. La dérivée de G,(p, 6, n)au point £eB*(0, R) selon 


la normale intérieure est: 


Lt es 
Ss 
| 
pol 


ER 6 Hey, — 2) Rt? (1 — uw?) (1 — au cos eRe) 
Ni 
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Remarquons qu'on a (1— 2¢c0s0 + 0°) =(¢— e)(t—e~), et que 


P 


y =(1— 210080 +2) ?, pour o</l<1, 


est majorée par 
+2 


(1— 4) P= 1 + Pr te avec PY (1 


s=1 


(pæ#s=tr)h 
(p—1)!s! 


De sorte que si y=1 + SP cos Oe, on a |P”(cos0)| <P?"(1), quel que 


soit 9; et puro<ta=kc1; 


+a 


(Tia) (1— 21 cos0 + 8?) 2 S Ppa) Se 
+= 


+ 
la Pe) ks=k[(1 —k)-P? — 1] 8. 


Posons c(p, k) = k'[(1 —k) ?—1], et notons que lim Cpe) ap 
eh 
Lemme 1. — Pour —— zal oO eee ON age 


; : ; ; | [a A 
ji | Gr(p, ie) n) m= Gr(p, (ei O) = Finke, n) + RE, O) = olp 2) k) fat [El = R, 


a eae n)  OGp va O) ie a seul RP 
avee c'(p, )=(p— 2)[e(p, k) + (1— ky 
3° Pour Hy PEG RN i TE 
[Tin Es 2) — hp, O)|-Ze(p =, DL 


p= 


En effet, le premier membre du 1° est égal a: 


_ p=? 
Re | (1 — 26 cosÙ + p?) * —1], 
où l’on a posé p= Elu. Cette quantité qui d’après (1.2) est majorée 
| n ‘ ; 
pour Lbisigl a et |§|—<R, par c(p—», pias De même, si u — as Pal RAS 


le premier membre du 2° est majoré par 


(p—2)R'*[e(p, Kju+uw(i1—u)?]Z(p—2) [e(p, k)+(i—k)7] sie 


Enfin, on a pour = wR eS 


|Ap(E, 2) — hy (E, O)| | El; e(p — 2, nin a =c(p—2,k) 


"| ; 
ie 


[AE 


: 
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IIS Comparaison de Mp(r) et 2(V, P, r), au voisinage d'un point P 
de l’ensemble des infinis (négatifs) 
de la fonctfon plurisousharmonique V(s,, ..., :,). 


5. Nous désignerons par E[...] un ensmble de points d’un domaine 
DC C/(p= 2), défini par la condition entre crochets. En particulier E[V——«|], 
est l’ensemble des infinis (négatifs) de V; c’est un ensemble C?-polaire (?) 
dans D (il est donc de mesure R?” dimensionnelle nulle). Soit PED. La fonc- 
tion A(V, P, r) est convexe croissante de logr (pour P fixé). La courbe 
représentative de A(V, P, r)=F(logr), a donc une direction asymptotique 
pour r 0. Sa pente s'obtient comme limite de la pente d’une tangente, ou 
comme la limite de la pente de la sécante joignant l’origine à un point Q'de la 
courbe quand l’abscisse de Q tend vers — +. 

Nous désignons : 

MVP A) 


ALLER Der aa ‘mi 
y(P) est nulle en tout point de D qui n’appartient pas à E| V= — |], c’est- 
a-dire presque partout, Mais l’ensemble E[ V — — + | peut contenir des points P 


où l’on a y(P)— 0, comme nous montre l’exemple : 


Verlaine LE 


re 


V est en effet plurisousharmonique, car la fonction —/—zx(x<o), est 
convexe croissante de a, et V s'obtient en remplaçant x par la fonction 


. . I CA Pan 
plurisousharmonique logr = - log Ÿ =: 


Dans le cas où V—log|f(z,,...,3,)|(f holomorphe), 7(P)=v(P) = limy(P,r), 
est pour PEE[ f—0|, la multiplicité de P sur f(x, ..., 3,) —0, donc un 
nombre entier et au moins égal à 1. 


Lemme 2. — La moyenne spatiale A(V,P,r) de V relative à la boule B(P,r)€ CD, 
est une fonction convexe de-logr et l’on a AUSST : 
PAUVRE) 
y(P) = lim "7. 
Ve logr 


En effet ona 


\ 


ñ 1 
aE A(V,P, Det de=ap fA P ru) nr du. 


7 


AV, Py r) = 


(2) Une partie e d’un domaine DeC? est dite Cr-polaire dans D, si tout point a€e appartient 
à un domaine w,cD, tel qu'on ait (enw,)EE[V =—~], V étant plurisousharmonique dans w 
(Voir cf. [23]). | | 
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La convexité de A(V, P, r) résulte alors du fait que l'intégrale par rapport 
à un paramètre de fonctions convexes est une fonction convexe. D'autre part 


pour P fixé; 


[x(P) —e]logri(V, P,r) Z[x(P) +ello [r<ro(e, P)]. 


Donc, A(V, P, r) qui est une moyenne de À satisfait pour r<r(e, P), 
aux inégalités ci-dessus. D'où le lemme. 


Proposition 1. — L'ensemble E[y(P)=o >o] est un ensemble fermé pour 
tout % > 0. 


En effet, il suffit de montrer qu’en tout point de D, 7(P) est semi-continue 
supérieurement. Soit w,€ CD, un voisinage de PED. On peut sans restreindre 
la généralité supposer V 0, dans B(P, 2) Cw». La moyenne spaciale A(V, P, ¢) 
sera alors négative. Posons æ—logr, et yp=A(V, P, r)=F(a). La courbe 
convexe y»— F(a), coupe la droite x — logè au-dessous de l’axe des x; soient O' 
le point de l’axe des x d’abscisse log, et Q un point de la courbe représen- 
tative y»— F(x) d’abscisse æ = logr(r < à). La fonction 7(P) est encore la 
limite de la pente de la droite O’Q quand r + o. 

i RNA 
(1.3) LP) bn pe 

Or la pente de O’Q (positive) va en diminuant quand r < à, décroit vers zéro. 
Il en résulte | puisque A(V, P, 7) est continue par rapport à P| que 7(P) est 
semi continue supérieurement au point P, comme étant d’après (1.3), la limite 
d'une suite non croissante (quand r décroit vers zéro) de fonctions continues. 
7 (P) étant ainsi semi-continue supérieurement en tout point de D, l’ensemble 
E[ 7(P) sz >0]CcE| V=— 2] sera fermé. 


6. On a vu dans les préliminaires que la fonction 


Mp(7’) FT fe a, Vs, wey Sp)s My (7) = M(r), 
est une fonction convexe croissante de logr [ pour P fixé, et B(P, r)€ CD). 


Lorsque P appartient à l'ensemble E[ V=— %]nD, quel est le résultat de la 


Mr(r). 


comparaison de 7(P) avec lime GET ? La réponse est fournie par le théorème 


suivant : 


Tuéorème 1. — Soient V(z,, ..., 5,) une fonction plurisousharmonique dans LE 
et P un point de D. On a : 


0 - : M ea 
7(P) = lim ee 
ao Sp Vi P) =< 0, 


Mp(7) 
me A(V, P,r) 


=I. 
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La première partie du théorème est évidente si V(P) +4 — 0, car M, (r) > V(P); 
done 4 (P)— 0. La seconde partie est aussi évidente si V(P)Z£— a, V(P) 20; 
Remarquons que cette partie du théorème sera généralement en défaut si 
V(P)=o, comme nous montre dans C! Ja fonction harmonique V(z)—|2|c0s0—x, 
où l’on a M(r) =r, AVION) 0, 

Supposons donc V(P)——. Sans restreindre la généralité on supposera Vo, 
dans D. Soit B(P, r)CB(P, R)C CD. En écrivant que les valeurs prises par V 
sur la frontière de la boule B(P, 7), sont au plus égales à celles prises par la 
fonction harmonique qui coincide avec V sur B*(P, R), on obtient dans B(P, r) 
grace à l'intégrale de Poisson : 
an Er EME TE QE Re (@), 

Q=P+R4,  ZeB'(P,r). 


Fa 
On a, en posant f= F SL: 


R?— 7? hau, az 
D a. = ome R tr) — RTE es 
RON ARTE TETE A pos À pou See tr) RE CH: 


où e(k) > 0, sik +o. 
Donc, d’après (1.4): 
(1.5) ACV, P,r)Mp(r)Z[1+ e(k)]A(V, P, kr). 


: as 2 I È : 
choisissons pour chaque suffisamment petit R(7) =r log—. Onaalors sir 0: 


logk(r) logk(r) 


(1.6) k(r)(< 1)>0, hk (r)r>o, > 0, logR(7r) 


logr 


On établit l'énoncé en divisant les trois membres de (1.5) (considéré 
pour Æ(r)) par logr et en passant à la limite quand r + o. 

z : : me ‘ Mp(r) F 

Etudions maintenant l'existence de qu Er Si -¥(P) 540; Mer} 
et A(V, P, r) sont d'après la première partie du théorème équivalentes 
à 7 (P)logr. D'où le théorème dans ce cas. Supposons 7(P)— 0, V(P) =— 0. 
(1.5) donne (en remarquuant qu’on a À <[ 0): 
WON Peer) 


(1.9) ES ee ya ce HE 


ma P nr) ew 
Le théorème sera établi si l’on montre qu’on peut choisir 4 = Æ(r) de manière 
que le dernier membre de (1.7), tende vers 1 quand r + 0. Démontrons donc : 
Lemme 3. — Si k= #(r) vérifie (1.6), et si l’on a V(P)—=—, et y(P)—0, 
en posant R(r)= #°"(r)r, on aura : 
Do br 2 
r>0 À[ V, P, R(r)] 


eee re aoe me 
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En effet, puisque R(r) >r,ona: 
R(r) 
|ALV, P,R(r)]— ACY, P, n= f »(P, 0) dlogt <v[P, R(r)]| log #(r)| 


DAV AP) 


, et qu’on prend la dérivée à droite si 
0 logr 


(Rappelons qu'on a v(P,r)— 


la dérivée proprement dite n'existe pas Donc 


18 AVR Tr) [v[P, R(r)]logR(r)| |logk(r)| 
re WY oS AV, P, R(r)]]__ {log R(r) 
Dans le cas V(P)——, y(P)—o, la courbe convexe représentative 


de y=A(V, P, r)—F(logr), a au voisinage de ro, une branche para- 
bolique. Comme l’ordonnée à l’origine de la tangente (ou celle des demi- 
tangentes) au point d’abscisse logr décroit avec r, on en déduit qu’elle tend 
vers — oo, avec logr (Sinon il y aura une asymptote). Or R(r) tend vers zéro 
avec r, il en résulte que pour r —r, assez petit, l’ordonnée à l’origine de la 
tangente (ou celles des demi-tangentes) au point d’abscisse logR(r,) sera 
négative, donc la droite représentative de y = v[ P, R(r,)|logr, sera au-dessus 
de cette tangente, autrement dit pour r assez petit on aura : 


DEP, R(r)ogR(r)| L, 


[A[V, P,R(r)]| R(r) <R(r5). 


Le premier facteur figurant dans le second membre de (1.8), étant borné, le 
second facteur tend vers zéro avec r, grâce à (1.6). D’ou le lemme. 


Remarque. — L'exemple ci-dessous montre que pour une fonction sous- 


harmonique quelconque dans R’(p>4), on peut avoir lim yep I 


(V(P)=—). Considérons dans R?(p4) une répartition des masses sur 
axe des 2, telle que la densité linéaire qui en résulte soit en chaque point 
égale à —1. Le potentiel dù à ces masses en un point A(a,, ..., æ,) est de 
la forme : 


Va in ayn hp) ee 


(K une constante positive). : 
On a évidemment en tout point de l’axe des æ,, V—=— o. D'autre part, 


K 


M(R) =— pos 


NY, DU Se eee day_,(Ra)* 
RAT RE CS) TRES 
P 


(30)! 
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D LS 2 > 11 Jo 
Posons. ¢ A ey et remarquons que l'élément d’aire de B*(O, R) est 


égal a 


-dx,...daz,, donc. 
VR? — p? ù is “ 


A ee 2 K ii Tps 
Chaat Tp (a) ) Re? en opi VR? — p? 


Ets 2K 1% Tp—»(1)pP—? do 
Gpi(1) PT : it — p2pP— 


= 2Ko, »(1) DK Tee CT 
6: : GRP | VR p a / Re 


Gp — 1 ( Tp—1 (1) 


Par conséquent 


Dee EAU rs as 
Renee OAR) 1 20 po (1) ae P=>4 (Gar 


Proposition 2. — Soit V(z,, ..., 5,) une fonction plurisousharmonique dans la 


boule B(O, 1+ €), ¢ >0, V(o, ..., 0) ——, st 


Pa SU == O0: 
r>0 067 
on aura 
pe (129) M(r)<M(1)+ wlogr (PAT) 


et de plus A(V, O, r) —w logr a une limite 8 finie ou — , pour r > o. 
2° Sv'B est finie, on a 

(1.10) 6+ ologr=M(r)ZM(1) + ologr (rz 8), 
En effet, d’après le théorème 1, on a aussi 


Mme 


1 = 
r>o logr 


L'inégalité (1.9), résulte du fait que la courbe convexe représentative 
de M(r)=F(logr) est pour rZ1, au-dessous de la corde passant par le 
point [logr —o, M(1)], et de pente w. D'autre part A(V, O, r)—w logr, 
n’est autre que l’ordonnée à l’origine d’une droite passant par le point 
[A(V, 0, r), logr] et de pente w. Puisque M(r) est une fonction convexe 
croissante de logr, l'expression A(V, O, r)—wlogr, est une fonction non 
croissante quand r décroit vers zéro, d'où l'existence d’une limite 8 finie 
ou — æ, pour ro (l’ordonnée à l’origine de l’asymptote). Si B est finie (1. 10), 
exprime alors que la courbe convexe M(r)— F(logr) est au-dessus de son 
asymptote. 


53(1) I 


(3) Par exemple pour p = 4, 93(1) = 21P, 6 (1) = 4H, Seite) peti 
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Remarque. — Dans le cas où V est de la forme log| (41, :-., 3»)|, f holo- 


morphe dans la boule compacte B(O, 1), et /(0, ..., 0) =0, w est la multi- 
plicité de O sur l’ensemble analytique /(z1. ..., 3,)= 0. D'après (1.9), ona: 


SG + eZ ( sup LFI)IZ I, 


avec w entier <1, |Z| 1. 

Cette inégalité (dans le cas & —1) est connue sous le nom du lemme de 
Schwarz (voir S. Bochner ct Martin [3]). La proposition 2 généralise ce lemme 
aux fonctions plurisousharmoniques, et montre en même temps que dans 
le lemme de Schwarz on peut prendre © >1, si la multiplicité de O sur 
if (Ai, ++ 3,) = 0, CSt Une entiéree Sr: 


Tutorime 2. — Soient V(z,, ..., 3,) une fonction plurisousharmonique dans un 
domaine DCC’, B(P,, Qn) une suite de boules portées par un compact K de D, 
et P un point de E[ V=— «x |NK. On suppose que 
Lu) rn |P—P,|>0, Pn— 0, ka= > 0, n>+o, 
on a alors : 

HLINTNSILEEE PT LD + Moke 
XP) = ACY, Enr Pa) Pn) — 1m ACV Pas -Pa) Pas Pn) == lim Mp, (Pn), 


n>+e loge, n>+e logp, n>+x 108Pn 


En effet, supposons Vo dans D. Posons R,— On +Ta=(1+4,)0n et lon 
prendra 7 assez grand pour que B(P, R,)C CD. On a (puisque V< 0)? 
RACER: R,) =p, A(V, Px Pn)- 
Donc, pour R, <1, 


(1.12) a (ft) Ae od logo, 


logR, R, logo, logR, ; 


De même, A(V, P;, on) —<Mp(R,.), par conséquent pour ¢,< 1, on aura : 


(4.13) AN Pa ca) a Mp(R,,) logR,. 
~ Togpn = TogR, Togo,’ 


Or d’après (1.11) k, > 0, done pourn—>-++ © : 


= — > 1 
Rs 1+hk, 


et 
loge, _ logp, 
logR,  logp,+(1+4,) 


ince Le 


L'existence de la première limite résulte de (1.12), (1.13), du lemme 2, et 
du théorème 1. Car par un passage à la limite dans (1.12) et(1.13), on obtient 
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grace au lemme 2 et au théorème 1 : 


i > 
4(P) lim sup Ns Wns fn) 


> + 2% O$ Pn 
Be OE Vs 0 
PP) lam fin oe ee 
TS +- 0 OS Pn 


d’ou la conclusion. 


Pour montrer l'existence de la deuxième limite, remarquons que la moyenne 
spatiale d'une fonction sousharmonique est inférieure ou égale à sa moyenne 
périphérique. Donc 

A(V, Dre On) Ze A(\ , Pa. On) eae Mp(R,), 
ehpouro,< i: 
A V, PE 7] \ fs IP: 5 
(1.14) ( Pn) — ACV Ps, On) 


Mp(R,,) logR, 
lost = vacdOgon 


logR, logo, 


SS 


La première et la dernière fonction figurant dans (1.14), convergent vers y(P) 
si n tend vers l'infini, et ceci d’après le théorème 1 et la première partie du 
théorème 2. D'où l’énoncé. 

Reste à étudier la dernière limite. Soit 9°, >o,, B(P,, o,)CK. Ecrivons 
comme dans la démonstration du théorème 1, que les valeurs prises par V sur 
la frontière de B(P,, o,), sont au plus égales à celles prises sur la frontière 
de B(P,, ¢,) par la fonction harmonique qui coincide avec V sur la frontière 
de B(P,, p,), on obtient des inégalités analogues à (1.5), qui nous donnent 
après les avoir divisées par logo,,(9,< 1): 

NE Mary) 1— Kk, loge, ACV, Ps, Pa) Hoe t® 


4 Se Em a PEER han aay 
th) logo, = loge, — (1+)? log on logo, j Ev PAs 


Pour chaque »,, on peut choisir p, > 0, de manière que : 


logo’ 
Sires fi gin kt 


: fee HI, p,>0, n>+o. 
us n 


(il suffit par exemple de prendre E, = (log) Bee aD Pay 9.) €K) 


nm 


A 2. ere ad 
Avec ce choix on passera à la limite dans (1.15). Comme Fa < tend vers zéro, 
nm 


on aura: 
A(V, Pr; en) 


m ; Son (le: remière partie du théorème) 
OR pe A x) 0 : 


et 

. ACY. ae Pn) Q Mp, (x) G ACV, Pe, ph) nr 

= ee a ee im ee —, (D) 
x(P) Ee ; loge, RM logo, Ute logo, A 


D'où le théorème. 
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Proposition 3. — Avec les mémes hypothèses que dans le théorème 2, on a, 


st dp. est la mesure positive de Radon associée à V : 


lim : if ee AS P,) ==9(P); 
[S—Pal>e 


1>+ 2 logo, 


teD'c CD, B(P,, en) CK CD’. K étant un compact. 
En effet, la décomposition de Riesz de V faite dans le domaine D' s'écrit : 


=H(2)— f dplé)hy(%) (ZED), 
D 
Donc 
(1.16) ACV, ae On) HP — f d p.(E)A[ Rap (z, Z), Pas ‘os 
D’ 


et comme l’on a 
À[/p(E Z), Pa, Pa} =inf[|é-P, re MTS 
(1.16) donne : 
SAR RAP TANT pe Pie du) hap GP») GED’). 


1$—Pal>@n 
| H(P,,)| étant bornée dans K, on aura|H(P,,)|=o(log¢,), 2 ++. De même, 


v(P,, 2,) est bornée par un nombre qui ne dépend que de K, pour B(P,, 9,) CK, 
(car v(Z, 9) est croissante de 9 pour Z fixé). La proposition découle alors 


de (1.17). 


Proposition 4. — Sotent V une fonction plurisousharmonique dans D, D'c CD 
un sous-domaine de D, P un point de E| V =— a |ND' + O, P,, ED! une suite de 
points de D' qui ame vers P : w, CD! un voisinage de P, tel que, son diamètre 


tend vers zéro avec D 2(w,) et 2'(w,), les distances minimum et maximum de P, 


soit enfin Fete — Be V. Son a 


Yn» 


log| P — P,,| ~ log 4(o,) ~ log 4! (en) (n— +20), 


et 
F PSP 
lim IF Pal = O0, 
> + a2 0 (On) 
alors 


M (6) ) 
lim ——\"" _—y»P), 
ñ ‘are log | P — P,| x(P) 


Kn effet, pour x assez grand, B[P,, 3(wn)|Cw, CB[P,, '(w,)|CD', 
(log é(,) <0). Done: 


(1.18)  Me.[28(on)] Mu) log| P— PA] | Mp[8"(on)] log 8’ (on) 
logd(o,) — log[P —P,] ~ log O(n) — logo (w,) logo(o,) 
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Utilisant le théorème 2, et les conditions imposées dans l’énoncé 4, on établit 
la conclusion, en passant à la limite dans (1.18), 


7. Tutoréme 3. — Soit V une fonction plurisousharmonique dans CP, telle que 
AN OS Te Goer), Tr +, V+= sup(V, 0); 
on a, quel que soit le point PEC? : 


r AVR Aa Sk re) RASE O7) 
= n° =op= a, avec o= hm —————— 
r>+e logr Ppt log r > + log r 


<< +. 


Remarquons que la dernière limite figurant dans le théorème 3 existe, car V+ 
étant plurisousharmonique A(V*, O,r) est convexe croissante de logr. La 
condition imposée au début du théorème entraîne l'existence d’une direction 
asymptotiqne oblique pour la courbe convexe croissante représentative de 
X(V*, 0, r)— F(logr). D'où l'existence de w. La démonstration du théorème 3 
est alors analogue à celle du théorème 1. Supposons d’abord P à l’origine. 


Soit B(O,r)CB(O,R), et £— a On obtient de la méme facon que dans le 


théorème 1: 


(ur) (VW, 0, 7) 2M(r) 2 - Se "Oo a es RP ts (à) 
We dan OR) Q=Ra, Ze B*(O, r). 


Considérons (1.19), pour R=R(r)=rlogr(r > 1); comme 


logr 


1e Rue (quand r—-++ oo), 


k(r) 0, 


il suffit alors de diviser ses trois membres par logr, et passer à la limite pour 
conclure. Supposons maintenant P différent de O à distance finie. Posons 
LOP| =, on a, 


Mp(r) = M(r-+ oe) et log(r + pe) ~ logr (PS @). 


Donc, sir >1: 


— tim Me) tim Mire) log(r+p) 
(1.20) ee logr et omtneip) log r 


De même, 
M(r) ZMp(r + p), 


Donc ur >\T, 


. + 4 M ] o + 
(Lor) iy hag Se) lin Me(r + @) Era cl RTS 


r>+@ logr ee ORT ct p) log r 


On conclut, en comparant (1.20) à (1.21). 
Ann He. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 2, As 
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Proposition 5. — Soient P,, P,, ... une suite de points qui tend vers l’infint 

: aE « ACV*, Pry Pn) is 

Pis Pa, --- une suite de nombres positifs, p,— +. St re tend vers 
a 


une limite (quand n> + ), on aura 
Mp, (On) 


li. eS lim 
u>+n log On + se 


ANSE Pia Pn). 
log On 


En effet, à chaque ¢, faisons correspondre un nombre R,, > p,, et écrivons les 


inégalités (1.19), pour P,, Qn, R,. Soit = fe on aura, Si ¢, >1, 
Gnas) NEVE, Pa, Ba) a Mp, (Qn) oo Lak, (V+, Pa, Rn) log R, 
log Pn a log Pn + (1 Bo k,)?? log R, log Pn 


Il suffit pour conclure de prendre R,= 9, logs, dans (1.22), et passer a la 


cass On I logR, 
limite ( car #,= + = #0, Sins 
R,, logon logon 


CHAPITRE IL. 


Ill. — Étude d’une classe de fonctions entières d'ordre o <a <1. 


1. La représentation d’une fonction plurisousharmonique à partir d’un 
potentiel et ses applications aux fonctions entières d’ordre fini, a été étudiée 
par P. Lelong dans une série de Notes aux Comptes rendus ({19], [20], [21], 
voir aussi [22]). Signalons un des résultats. 

Si la fonction entière f(z,, ..., z,), vérifie les conditions suivantes : 


; À [loe+ 
FOIE 0; ne Ab en — 0, IE aes 
a 


+ © 


pour l’entier go, on a uniformément sur tout compact de C7, 
V(2) = log] f(Z)| = &(S,(2)] + ous f dea) ep (as 2 9). 


Rappelons que du =k;" do (où ds désigne l'élément d’aire de l’ensemble ana- 


HoqUen sit Fp has Oe be oo)? est la mesure de Radon positive 
associée à la fonction plurisousharmonique V = log] /|; (2) est la masse portée 
par la boule B(O, ¢), vt) =(2p—2) P(t), si p> 1, v(t) = u(t) sip=1. 
& désigne une partie réelle, et 


| av (O) 2 AV (O) 17 
$,(Z) =N(O)+ d 3 et D (O) 
q( ) ( ) "2 Oz; | Zi; 0, | > 


i 
n= 


ey(a, Z, q) =—|a— Z [97 + SP, (3 3j, a), |a|Ao, La 


n=0 
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est la fonction obtenue par suppression dans le développement du noyau 
—|a—Z}>*? en série de polynomes homogènes des z;, 3;, des termes de degré 
inférieur ou égal à q. 


Nous considérons ici particulièrement le cas où g—0, ce qui entraîne que 
RIS,(Z)], se réduise à une constante V(O) =log| /(0)|. Nous démontrons 
> i + , A S 
d’abord directement l'énoncé correspondant à ce cas sous la forme suivante : 


Tutorime (P. Lelong). — Si V(Z) est une fonction plurisousharmonique dans 
tout C’, satis faisant aux conditions : 
i. KV> OR yet BR), R+>-+0, VE > sup (Vos 
+ © 
b. a at) RCE 


on a, en supposant V(O) > —, la représentation 
(2.1) V(Z)=V(0)— fd pC) [tap Es Z) — hap ON 
cp 
Pour établir cet énoncé, établissons d’abord : 
Lemme 4. — Si V satisfait à (a) et (b), alors 
1° (a) entraine À(|V|, 0, R) =0(R), v(R) =o0(R). R> +. 
2° (a) et (b) entraînent la convergence des intégrales 


‘fe pie dt, if ove) 
1 ue [eixa 16 PP 


En effet, de | V| = 2V+— V, résulte immédiatement la première partie de 1°; 
car (a) entraîne A(V, O, R)=o(R)(R>-+o). D'autre part A(V, 0, R) 
est convexe croissante de log R, donc 


A(V, O, eR) — A(V, O, R) 


AGS loge slog ht 


ZA(V*, O, eR) — V(O) = 0(R) (R = +). 
D'où la première partie du lemme. Pour établir la deuxième partie, écrivons 


FARM ere 


les deux premiers termes ayant un sens, il en sera de même du troisième. De 
même, en posant || —£, on a formellement : 


DS La < fre BC) y 
Jim les, ee Ss 
= —| "0-2 ARR 
1 UP 2 i 


ey ORL RE 
Chaque terme de cette derniére expression a un sens comme on vient de voir; 
il en sera de même pour l'intégrale considérée. D'où le lemme. 
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Revenons à la démonstration du théorème. La décomposition de Riesz de V à 

partir du noyau de Green, faite dans la boule B(O, R)€C”, s écrit : 
>, 

Rv! frebe Ra, Z) v(R&) PRE (3) 


(2p — 2) Gxp1(1) On; 


F dpi (E) Gr(2p; = 2), 


ÉEB(0,R) 


V(Z) = 


et puisque V(O) > — oe, on a pour a ip 


(2.2) V(Z) — V(O) 


ot nr 0Gn(2p, Ra, Z, Z) _ dGn(2p, Ra, O) V(R&) de ; GC 
(2p — 2) api ( a RER TU On; Fe 
a d'p.(£) [Gr(2p, by ZL) vii Gr(2p, E, O)]. 
£EB0,R) 


La première expression figurant au second membre de (2.2), tend vers zéro, 
pour R->+%, et ZEK, où K est un compact quelconque de C7. En effet, 
5, 12! 

R 


Zk <1, elle est majorée en module d’après le lemme 1, appliqué dans 


CP, par 


R*?—'c, (2p, À) Lela RG (a py EMA NSS QUES ro 3. +0 


(Ro) 
(lemme 4). On a done 


R> + 


V(Z)—V(0)= dim f du(E)[Gn(2p, &, Z)—Ga(2p,t,0)] (ZeK) 
EB(0,R) 


cette dernière limite est égale à son tour à 


Him f  du(){a,( 2) — hap, O)). 
ÉEB(0,R) 


R> + 


En effet, la différence 
ff dp) 1Gn (ap, % 2) — Gn (ap, 8 0) — (6,2) + hap (E, OY] 
EB(O.R 


est majorée en module d’après le lemme 1, par 


c(2p — 2, PAR R) 


2p — 


C(2p — 2, pee d'U(E) = —+ 0 (R—>+). 


€ €B(0,R) 
r. a Z 
(lemme 4), ZEK, el RE, 
Donc, sur tout compact KCC’: 


V(Z)—V(O)= lim 15 dU(E) [hap (E, Z) — hap(E, O)}- 
EB (0,R) 


R>+0 
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La limite du deuxiéme membre existe donc si V(O) > —. On vérifie 
d’ailleurs que l'intégrale | 


1 dE) [Nap (2, Z) — hap (E, O)] 
181>P 


converge absolument uniformément pour ZEB(0, ko) (k< 1 ), quel que soit 0. 


En effet, l’intégrale 
fi. dee 
[bI>p 


est majorée d’après le lemme 4, par c(2p — 2, k) ke [ gp.) < + et ceci 


C |2p—1 
[ei>e!S 


Rs (E, Z) MS hyp (8, O) | 


quel que soit ZEB(O, ko). 


: 2 RUN . 
Remarque. — V(0)£—, implique lim ao = 0, et la convergence simple 
t>0 
de 

(gn hee) fee). 

|§{<1 [El<a A 

IV — Classe F, de fonctions entières. 
2. Derinition 1. — Une fonction entière f(z,, ..., z,), sera dite de la classe 


FO a <oiyist elle vérifie: 


a. À(log*|f|, O, t,) =o(t), t> +o. 
b. Il existe un nombre c( f) => 0, tel que 


__ dA(log|. fl, O, 4 


dlogt <e(f) (os ON): 


v(£) 


Nous allons maintenant donner des propriétés des moyennes A(log|/|, Z, R) 
généralisant aux fonctions F, des résultats obtenus pour les polynomes par 
P. Lelong ([17],[18]). Nous appliquons les résultats obtenus à l'étude des 
familles de fonctions F,. 

Écartons les fonctions f de la famille F, pour lesquelles les nombres c(f) 
correspondants sont nuls; ces fonctions ne sont que des constantes (‘). Écartons 
également le cas « = 0, la famille F, n’est d’autre que la famille des polynomes (*). 


(*) En effet, c(f) = 0, entraîne v(t) = o, quel que soit ¢. Par conséquent log | /| est sans masse. 
Elle est donc pluriharmonique dans tout C?; elle est constante sur tous les plans Il! issus de 0; 
car (a) entraîne que M(t) = o(t), t ++; elle est donc constante. 

(5) D’après une proposition due à Stoll [26]: si une fonction vérifie (a) et la condition v(t) < vo, 
v, une constante positive, alors f est un polynome de degré égal à la partie entière de w. 
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Ne 
Proposrrion 6. — Si f(3..., 3p), est de la classe F,, o <a 1, il n’y aura 

N 
aucun zéro de f, dans la boule de centre O et de rayon 0 : LE 


2 p —2 


d= (1+ Mee |e (+) | ws 


En effet, soient P un zéro de f( 21, ..., 3p); ro =|OP|, et7 >7. En écrivant 
que la masse de V=log| f(s, ..., 3,)|, contenue dans B(O, 7) est au moins 
égale à celle contenue dans B(P,r—7r,), et en utilisant l'inégalité (1.1), 
figurant dans les préliminaires, on obtient 


1 


p(t) (Py r— ro) 


slant 


. Done 
=F 2p—2 r 2p—2, 
OS = (1-7) | 


r??—2 
D'après la condition (b) de la définition 1, on aura pourtoutr > rs, 


(.- 2) enr 


r 


1 œ 
(2.3) = nee (PP nr = g(r). 


Menons à la courbe y = g(r) la tangente (elle existe et est unique) de pente 
égale à 1. Elle coupe l’axe y =o, en un point d’abscisse © > 0. On a 


2p—? 


(2) nee) 


Alors on n'aura (2.3), quel que soit r > r,, que si la droite y=r—v, est 
au-dessous de la tangente précédente, c'est-à-dire si r,==25. Done, le zéro le 
plus proche de l’origine de f(s,, ..., :,)EF,, est à la distance à au moins, 
à dépendant de « et de c(f). D'où la proposition. 


Tutorime 4. — Soient f(3,, ..., 3,) une fonction entière non constante, de la 
classe F,, 0 Za<{1,etR, un nombre positif arbitraire. La moyenne 


© U(Z) = A(log| f|, Z, 9), 


vérifie pour | Z|< Rg, |Z'| Ro, s 0, po, et ps = max (0, 0’): 
(2.4) af) U,(Z) — Up (Z') | = (p1 + Ro)*| loge — loge’ | 
es ok (1+ =) Ry Ay Ae 
I~ & Pr PA 


Elle est donc également continue de l'ensemble des variables (Z, loge). 
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Pour «= 0, (2.4) est un résultat de P. Lelong concernant les polynomes 
de plusieurs variables complexes, avec c(f) égal au degré du poly- 
nome f([17], [18]). Nous supposons donc 4£0,p 2. Soit comme d’habi- 


tude v(Z, R) = me. On asi |Z|—R,, 


v(t, Z) <v(t+|Z|)ac(f) (t+ Ro)*, 


oF 
if v(t, Z) dlogt 


p 
<c(f) (pi + Ro)* | log p — logo’ |, Pa max (9, 0"): 


donc 


' 
Zo(f) f GR 
@ 


POIL (A EU (2) : 


Une fonction f de la classe F,, vérifie les conditions de la représentation (2.1). 
En effet, on a vu (proposition 6) que /(o, ..., o)< 0, et d’autre part l’intégrale 


(2.6) ee Ee 


cae eS nee 
+, 20 oy 
1 1 t 
aun sens. Car les deux derniéres expressions de (2.6), ont chacune un sens, 
grace à l'hypothèse (0) de la définition 1. On a donc 


4 


og 0 <p)| = log £(0)|— f du(E) [hap (E, Z) — hap (é, O)]. 
ECP Ê 
Par conséquent, 


(2-7) U,(Z) — U, (4) =— fave) [re(2p, &, Z) — he (2p, & 21, 


où h,(2p, &, Z) est la moyenne de h,,(&, Z) sur la frontière de la boule B(Z, p), 
égale à inf (|§ —Z|?-?”, °°”). h,(2p, & Z) est continue et bornée supérieure- 
ment par o?-’. D’autre part si |§ —Z|—=7, ona 


0 


ce 


Os; RU Ses = EAL (J=1, 2, +++) P)- 
ai 
Donc 
Ô à 
GP EDILME 2) G=1% oP) 
adi 
avec 
- 2p —2 : 
ventre OLE Ble 
=) Ne 
0 si je Ze. 


Ceci étant, rappelons que si /(P) est une fonction réelle définie et finie dans 
un domaine borné et fermé D, et si tous les nombres dérivés sont bornés dans D 
par une constante M, alors f(P) vérifie dans D, à la condition de Lipschitz : 


LFP) —fPIIESMIP —P'|. 


LAURE oe 
La ,* + 
FA 7 
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Appliquons ce résultat à la fonction h,(2p, £, Z), pour & fixé. Supposons que le 
point Z varie dans la boule fermée B(O, R,), on a 


21) — 2 ° - 
qa si [€/Ro+ 6, 
MZ) ne 
Ar si |§|< Ro+ p. 
Par conséquent, pour PRE PE 


ceo RalZ—Z'| si ERR+p, 


[gl ap, By Z) — pap, 2912) ST ©) 
: ae |Z — 2] si [| <R;+p. 
Donc, d’après (2.7), on aura pour à » et sous réserve de la 
convergence de l'intégrale 
(2.8) U, (2) — U,(Z')| 
d'u.() 2p — 2 

Za] (2p—2 ee + (Ro + L— ZI. 

2 ‘ ; (esis CPE Ro) PT Dr = u( 0 0) | | 


Montrons que le second membre de (2.8), a un sens pour ¢ >o. 


Lemme 5. — Le crochet figurant au second membre de (2. 8) est majoré par 


2D A) 6 (7) (+ =) Lu 
0 oo 


2p —92 1— 4 6 


En effet, posant | €|— R, =¢, on a formellement : 
NE ei +op—0 fr eee y 


(2.9) TER) | ee 
Or, d’après la définition 1, v(t) <c(f)t*, «<1, done 


sn +p ( 


Bt DL = (Ro 2) 0 (f) (Ro+ 4) 


et 
B(Ro+ t) = 0(t?—") (¢t>+0). 


Le premier terme du second membre de (2.9), se réduit à — ~ CLEO le 


second terme est majoré par 


rec as peer PT ds psc] (04 Be) ae 


anes e(f) ( By I 


- 2p—21—24 0 pia 
D'où le lemme. Le théorème 4 résulte alors de (2.5), (2.8), du lemme 5 et de 
| Up (4) — Up (2) LT Up(Z) — Up (Z) | + | Up (Z) — Up (2) |, ” 
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Tutorime 5. — Une fonction entière f(z,,..., 3,) vérifiant les conditions 
A(log* | f|, O, ¢) = 0(t) (t->+ 0), 
(DEC) (0 or. Lo), 


est d'ordre « au plus. Plus précisément, ul existe un nombre m(a) > 0, dépendant 
de « et de p, mais non de f, ni de Z, tel que 


log | f(z15:.., 3»)| ZA[log|f|, O, 1] + m(a) CL) AE (ZeC?). 


Ce théorème peut être établi directement à partir de la représentation poten- 
tielle associée de P. Lelong [21], mais nous allons donner une démonstration à 
partir du théorème 4. f(z1, ..., 3,) étant de la classe F,, le théorème 4 donne 
pour |? or |Z'| Ro, 90, 9/0, pa max(p, p') 


A . 
2.10) |U,(Z) —Up (2!) | Ze(f)| (1+ Ro)* | loge — loge’ | + —2—* pi EAU, 
( p( p ge : 


a ar 
(2.10) étant valable pour [Z|=R,, et Z’= 0, on a, pour p’ =o +|Z|, 1 —e6, 
pœo: 


Z — Z me Z \ 
Up (2) <Up«i2i(0) +e(/)| (+212 log EL 44 P= (1 La sm) oa | 


:|Z|; l'inégalité ci-dessus s’écrit : 


(2.11) Up 2) 2 Ura (0) + (NZ (2+ k)#log( 1+ 5 ) 


DPI I œ I ; 
ae Geek Gee 


k peut varier de o à +. Or, en supposant p +|Z|=>1, on aura 
p+izl 
he v(t) dlogt am | ( 
1 


M DO) U0) 200 (9 4+ |Z 2 U:60) + Ee 4k) |Z 


[Up+i2z)(0) —U, (0) |= 0+ |Z|)*—1|, 


Sio+|Z|—1, ona aussi Un j2\( 0) a Ue0), Dans tous les cas, (2.12) est 
vérifiée. D’aprés (2.11), on obtient alors 


(2.93) " log) f Car, 24922) | ; 
ZU, (2) 20, (0) +6(f)|Z1| r++ (+ 4)*10g( 1+ 7) + 


2p—1 (2+k)* 
i Seep UE 


car pour tout p <0, log| f(Z)| =U, (Z). 

Le crochet figurant free (2.13), est manifestement supérieur à 1. Si l'on 
prend m(«) égal à la borne inférieure de cette Rein pour # variant de o 
ais’ (2213) donnera: 

log | fs +, 3p) | 2 Us(O) + m(a)e(f)[Z2|* — (ZEC?). 


D'où le théorème. 
Ann, Ee, Norm,, (3), LXXVIII. — Fasc. 2. 16 
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3. FONCTION ENTIÈRE LIMITE DES POLYNOMES. 
TaéorÈMe 6. — Soit 

P, (G1, 0 Se Opes (Fr APS A) 


une suite de polynomes uniformément convergente dans la boule fermée B(O, 1) 
vers une fonction non identiquement nulle. Si la mesure de Radon positive du, 
associée à log|P,|, vérifie pour tout q : 


d pq 
(2.14) HE SM  (o<a<r, 
cP 
où M est une constante indépendante de q, alors la suite P, converge uniformément 
localement dans tout C vers une fonction entière f(z3,, ..., 3,) d'ordre « au plus, 
et dont ses zéros vérifient encore (2.14). 


Démontrons tout d’abord : 


Lemme 6. — Avec les mémes hypothèses que dans le théorème 6, on a, quel 


que soit q ett 0 : 
vg(t) —aMe*. 


En effet, comme P,(O)0, O n’appartient pas à l’ensemble analytique 
Poi si, > <> 3;)=0; done y,(O) == 0.:( 2,44) dome 


1 Fe : +2 72 De 
dE) 0 I | |+ 2p =e f v(t) M: 
: 2p —2 à lade eo 


Le premier terme figurant au second membre étant nul [on a a <n, pour 
un polynome de pese n|, on obtient en particulier : 
2p —2+ a ae ” 
2p — 2 0 f pre <M, 


ou encore 


(2.15) MC EM aca, 


quel que soit g. D’où le lemme. 

Ainsi quel que soit g [les polynomes vérifient la condition (a) de la défi- 
nition 1] P,(Z)EF,, avec e(P,) = aM. D'après le théorème 5, on aura alors : 
(avec les mêmes notations) : 


(2.16) log 


Pa (51, +++, 5p)| Aflog| Py |, O, 1] + aMm(a) | Z|# (ZEC?). 


| Rappelons que m(x) ne dépend que de « et du nombre des dimensions de 
l'espace. Par hypothèse, les P, convergent uniformément dans la boule 
fermée B(O, 1) vers une fonction non Fr nulle, donc 


cep ACR) Ry |, O, 1) =a<+ 0. 
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, ‘ 2 x C > x 
D'où, d'après (2.16) : 


(2,19) log} Pa Gai, .<-) 5p) | Zu aMm(a) 


Z |? ME me 


La suite |P,| est ainsi bornée uniformément sur tout compact de C?. Elle 
forme une famille normale, et puisque, il ya convergence uniforme dans B(O, 1), 
on en déduit la convergence uniforme sur tout compact de C?. La limite sera 
une fonction entière f(3,, ..., 3,) non identiquement nulle vérifiant (2.17). 
Done entière d'ordre x au plus. 

La dernière partie du théorème se démontre comme suit. Puisque les 
polynomes P,(z:,..., 3,) appartiennent à la classe F,, avec eC Re) M ET 
aura, d’après la proposition 6, aucun zéro de P,(3,, ..., z,) dans la boule de 
centre O et de rayon 


Pa 
oe 4 À CD a / a NT 
d=(1+ es [aM] ac (+ ne) | (DE A)" 


Soit R >> 0 un nombre donné arbitrairement grand. La convergence uniforme 
de P,(z:,...,2,) vers f(z,...,2,) 0, dans la boule fermée B(O, R), entraine 
d}.[log| |, O, ¢] 

dlogt 
convergence sera uniforme pour 0< t,< ¢< Ry<R ([17], théorème 6). Ceci 
dit, la fonction /(2,, ..., 3p) qui est d’ordre « et dont le v(t) vérifie (2.15), 
sera de Ja classe F,, avec c(f)=aM. Done f(z, ..., 3,) n’a pas de zéro 
dans B(O, 2). La convergence uniforme de y,(¢) vers v(t) dans 6-<t< Ry, 
entraine que 


la convergence de v,(t) vers v(t) = > et l’on sait que cette 


Ro 


K 
(Es WCC 
Re ed | 4 (q—>-+oo), 


4 


et comme l’on a 


D 2) e t LCE 
2p— 2+ dre [ RE 2M, 
ap —2 pita a fs pe 


on obtient 


see fC) argu. 


oD We 
M étant une constante, R et R, quelconques, on aura 


fa mie (eu 
( 6 zy 


J {2P—2+-% ro 2p — 2 


D'où le théorème. 
Un théorème de Jenzsch-Lindwart [24] énonce que dans le plan C', si une 
suite de polynomes P,(:)[P,(0)—1] converge uniformément dans le cercle 


unité, et si les zéros @,,, de P,(z:) satisfont 23 <M, où + et M sont deux 


pHt 


| an, P |* 
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nombres positifs fixes, alors P,(z) converge uniformément localement dans 
tout le plan vers une fonction entière de genre inférieur ou égal à la partie 
entière de «. Le théorème 6 étend ainsi à p><2 variables complexes ce 


théorème dans le cas «<1. 


4. INTRODUISONS LA NOTION SUIVANTE : 


Dermition 2. — Un ensemble E de points de C? sera dit négligeable par rapport 
aux suites de polynomes ou P-négligeable, si pour toute partie compacte K 
de K, on peut trouver au moins une suite de polynomes P,,(31; .-.; 3,) de degré 


Ga dae + Gn< +++) In Fo télle ques 
a. Peine ace, Zek (seal aude. 


où M est une constante indépendante de q, et de Z. 
b. lim sup log Po. (215 So Bp) See ee (Ze C”— K), presque partout. 
In>t+e n 


La définition est indépendante de M, elle entraine que tout ensemble contenu 
dans un ensemble P-négligeable est P-négligeable. 
Toute transformation linéaire quelconque, de déterminant non nul : 


(2.18) saat ity (GLicpazjcp) 


transforme un ensemble P-négligeable en un ensemble P-négligeable. En 
particulier tout ensemble obtenu par déplacement ou homothétie d’un 
ensemble P-négligeable est P-négligeable. | 

En effet, si K est une partie compacte d’un ensemble P-négligeable 
et P,,(3:1, ..., 3p), une suite de polynomes vérifiant les conditions (a) et (6) 
de la définition 2 par rapport à K, les polynomes P,, +26 , vérifierons 


sur la transformée K* de K par (2.18), la condition (a), et comme un ensemble 
de mesure nulle est transformé par (2.18), en un ensemble de mesure nulle, 
on aura presque partout hors de K* : 


Py, E vie 5) ti | 
i 


Exemple. — Dans C, si W,(s,,...,5,) est un polynome de degré s, 
l’ensemble W’,(3,,...,3,)==0, est P-négligeable. Car les polynomes [aW,(Z) +1 |", 
n—1,2,...s0nt de degré g,—ns, bornés par 1 sur toutes parties compactes 
de W,(Z) =o, et l'on a hors de l’ensemble W,(Z)—0, | | 


lim sup oe log 


= 1100, 
In>+e Yn 


i a Ww n— |; = o 
lim sup = log | r 4 (Z) + 1| == lim sup log|nW.(Z) +=, 


En particulier, l’ensemble 3, — 0, est P-négligeable. 
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Tutorime 7. — Toute partie compacte d'un ensemble P-négligeable est de 
capacité nulle dans R?r. 


Pour l’établir, rappelons tout d’abord que si V,(Z) est une suite de fonctions 
plurisousharmoniques (resp. sousharmoniques) bornée supérieurement unifor- 
mément sur tout compact d’un domaine D, et si V(Z)=limsupV,(Z), la 

A++ 


régularisée supérieure V*(Z) de V(Z), égale en chaque point au maximum 
de Baire (*) de V(Z) est plurisousharmonique (resp. sousharmonique) [15] et 
Yona: 


ay. V*(Z) = lim | lim sup À (V,, Z, p) 
P>0L n>+ex 
bi. V(Z) V*(Z) partout et FOIE NZ}, 


sauf sur ensemble de capacité nulle, ({11][14]). 

Ceci étant rappelé, soit K un compact P-négligeable. P, (2, ...,z,) une 
suite de polynomes vérifiant les conditions (a) et (6) de la définition 2, par 
rapport à K. Posons 


UCAS ON Garo... 2p) = im ‘slp —_ log | PRES Rte). 


In +e dn 


Par hypothèse, hors de C’-— K, U(Z) =-++- 0, presque partout. Supposons 
qu'on ait U(0)—+, comme ona 


he I 
= log|P,.(0)| <a] log] Pe,(2)/. 0, 1] =o, 


on aura 


(2.19) lim sup 6,,— + 00. 
fn te 


Utilisons l'inégalité (2.4) du théorème 4. Comme on a remarqué, (2.4) est 


valable pour les polynomes avec «=o, et c(/) égal au degré du polynome /: 


2 MON ae eT (Ze Ors 


A] tog | P,, |, Z, | FE Dery 


Oy—= max (0,11): 


(2.20) 


Pour tout 9 > 0, on a, d’après (2.19) et (2.20), 


en ain à] = log, Pl: Z, | ct. 
(2.21) In>+2 Don In 

lim V,(Z) =1. 

PS0 


(5) Le maximum de Baire d’une fonetion f au point M s’obtient comme suit : On considère une 
suite wy Con, 2 =1,2,..., de voisinage de M qui tend vers M, quand n->+. Le maximum 


de Baire de f au point M est égal à in [ sup aco 


LEW, 
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D'autre part, (2.20) et l'inégalité 


ZA | Mol, 2 |. 
In 


montrent que les fonctions 


Von (Li) = 


I 


Tr, 


log | P,, (Z) |, 


sont bornées supérieurement uniformément sur tout compact de C? a partir 
de q,, assez grand pour que w,, > 1, qu > que D'après (a,) et (2.21), on a alors 


V*(Z) = rég sup he sup Vs, (2) ] Ait V5 (2) = (ZeC”). 


inp? +2 p>0 
D'après (4,), on aura seulement sur un ensemble de capacité nulle dans R?”, 


lim sup V,,(Z) <1. 

In +e 
Comme cette inégalité est vériliée sur K, il en résulte que K est de capacité 
nulle. 


Remarque. — Le théorème 7 montre alors qu'on peut exiger que (b) soit 
vérifié presque partout dans C7. 


Remarque. — Un ensemble de capacité nulle dans R??(p > 1) n’est pas 
nécessairement P-négligeable dans C7, comme nous montre l'énoncé suivant : 


PROPOSITION 7. — Un ouvert w de R? plongé dans C? n'est jamais 
P-négligeable (*). 

Supposons que w contient le cube |x;|2Zh, j=1,2,..., p. SiP,(z,:..,2,) 
est un polynome de degré q par rapport à l’ensemble des variables, de degré q; 


par rapport au polynome distingué en z,, et borné en module par M dans le 
cube |æ;|<h(j=1,2,.….,p), on aura, d’après un théorème de S. Bernstein (°), 


Por €)| 2MA-™| a+ V3 — A? 


BCR SA Sashes danaixé am “| Be] eh, ko yd, 5s ,p. Donc, en 
répétant p fois l'application de ce théorème, on trouvera la majoration 


P 
: P - logM Gast Gs cir's + ay Og; 
—log À De oo ee ee TI (4 qj ee F 
Sd g(Z) |Z q : logh + > a log|s;+s3— A | 


J=1 


(7) Cet énoncé est à rapprocher d’un énoncé [23] de P. Lelong : Un ouvert de R? plongé dans Cr, 
nest Cr-effilé en aucun de ses points. Un ensemble E de points de Cr est dit Cr-effilé en O s'il 
existe une fonction V(M) plurisousharmonique dans un domaine D, avec OED, V(0) A—- et 
V(M) <V(0)—a(a>0), pour M+ 0, MEEnD. 

(*) Si un polynome P,,(3), 0°P,<n, satisfait sur le segment (—h, + A) de l’axe réel 
à |P:(2)| ZM, on a, quel que soit ze C1, | Pn(s)|=Mh-"(a+b)n, où a et b sont demi-axes 
de l’ellipse passant par z et dont les foyers se trouvent aux points de l’axe réel d’abscisses À et — A. 
On a, en fonction de 3, a+b = | 3 + 4/32 —h? | 
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quel que soit z,,..., 3,. Ou encore pour tout ZeC: 


p 
+pllogk|+Ù log+ | zj+Vai— he . 


JS 


log M 


I 

— los | P,(Z) |= 

so | Py(Z) 12 
La condition (b) sera alors en défaut pour toute suite de polynomes bornés 


en modules par M sur w. 


Tutorime 8. — Soit F(z,,...,5,)40 une fonction entière dans C?. L'ensemble 
analytique F(3,, ..., 3,) = 0, est P-négligeable. 


Démontrons tout d’abord : 


Lemme 7. — Soit F(z,,..., z,) une fonction entière dans CP. Le reste 
+2 . 
Ry(Z) = > ( D: Aust. sf Si Sean's Sp (8) 84 ae 9 Sy], 
n=N+1 \|s|=x 


relatif au développement de F en une série de Taylor, satis fait sur tout compact K 
de CP a 
1 
lim sup (Guy | Ry (Z) je 0. 
N>+0 ZEK 
1 


(Es "(| 


En effet, si F aa A). ... 37, on a lim sup | Av 


|s|>+2 
(s) 


Le nombre des monomes dans le > figurant dans l'expression de Ry(Z), est 
ls|=7% 

au plus égal à (n-+1)? (nombre de permutations avec répétitions de 7 +1 

lettres pap). Donc, si|z;|[ Ze, et N, assez grand pour qu'on ait (si|s| © N,): 


1 


[Ag | 8! <e, (| 5. 1)P < pis}, EPP <1, 
on obtient, si N +1 >N, : 
+a 


sup | Ry (Z) | = Sup D ( de Ays) 3% ete ) 
3; j 


lajl=p RSS n=N+1 \|s|=n 
+a +2 
pe De em pnpr=(epp} TT (epp)” 
n=N+1 n=0 


= (sp) + (= ep). 
Donc 


É 2 él 
(PARRY € ep(æp)\"(i—cp) \ 


3j1£P 
et 
Ë 
lim sup ue | Ry (Z) Be < Ep, 
N>+ ZEK 


pour p, o donnés, € aussi petit qu'on veut. D'où le lemme. 


{ 


al ee 
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Lemme 8. — Soit F(3),...5 3p) =o, une fonction entière dans C?. Quel que 
soit le compact K pris sur l'ensemble analytique F = 0, il existe une suite de 
polynomes S,,(31, ++ +5 3,), de degré qn—> +, vérifiant LS (PER 
sur K, et 


lim sup — log | Sg. (1, 848) lc (Ze CC? — K), presque partout. 


In +e n 


Supposons l’ensemble des zéros de F non vide (sinon le lemme est évident), 
et écrivons F sous la forme 


Fc. Sp) = Pains Sp) Ry (41, «--5 Sp), 


où R, a la même signification que dans le lemme 7. Soit K un compact pris sur 


l’ensemble analytique F = 0. On a sur K 


sup | Pn(z1; .-., 3p) | = sup | Ry(41,.-+, Zp) |- 
LEK LEK 


D’après le lemme 7 : 


1 
do: i (SLA ed N—o, 
(2.22) lim sup) Pl 3 n)1] 0 


NS 
Considérons alors la suite de polynomes de degré zn : 
Qn (41) «+05 Sp) == (Bib oo. + Bp nN) (WSL Spee 
Si = sup(| 3 |+-...+|2,|), on aura 
Sup QC fe) (or re)" 
D’après (2.22), il est possible de choisir N —N, en fonction de », de manière 


qu'on ait 


1 
(2.23) (sup Ps, (4s, sy LE +>. 


(sup | Q,(51, ei eeaie Zp) I)" 


A partir des polynomes Px,, Q,, construisons les polynomes de degré 
fr ATN 


Sgn (Says +1 Sp) == [Py ( Sis > +s 2p)P Ones s+ «4 Sp) ]%= (R Se 0D, oo hs 
On a, d’après (2.23), 


= supl Sats «+++ #0) [amp] Paa(sis «++ #0) 17" [Eupl Qu +s 89) IP 
Ya Ok Ne nee Aer se 
[pap] Qe ame Leck Gr PIE 


La suite S,,(3:, ..., 3,) vérifie donc sur K : 


(2.24) SEE TNT 
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Or 
I 
(2.25) 7. 108 aah te.) Sp) | 
I 
re nn. Le 108! Pr, (4, +++) Sp)| + Nalog|Qu(zs, +++, 5p) |] 
Ree : 
= ny, 108! Px, (415 cs Sp) [4+ 7, 108 | Qn (a1, | =») | 


et d’après le choix des polynomes Q,(3,, ..., 3,), on a, sur tout compact de C7: 


; I 2 
(2.26) lim 7, 108 | Qu (ss; ais yp) | SS ons 


na>+0 


-Démontrons qu’on a 


. I 
lim sup =— log| Py, (s:, ..., 5p)|==0, presque partout dans C7. 
Ny>+ n 
En effet, Py (1, ...,z3,) converge uniformément sur tout compact 


vers F(,,...;5,), la borne supérieure del’ ensemble des quantités|P, (s,, ..., 3))|, 
lorsque N, prend toutes les valeurs entières possibles et que Z=(s,, ..., 3)) 
varie dans un compact est bornée. Les fonctions log| Py (s:, ..., 3))|, sont 
donc bornées supérieurement uniformément sur tout compact, on a 
V*(Z) = rég sup [Him sup 5 log | Py, (215 cs | 
N n 


net 2 


= hm im sup à (log | Py. |, Zs °) |. 
p+0 Nn>+o nr 


Les fonctions continues A(log| Py, |, Z, pe) pour Z appartenant à un compact K,, 
et o<ap.<b, sont également continues de ZEK,, et oCa<e—d, la 
convergence uniforme (sur tout compact) de P,,(3, ...,3,) vers F(z, ...,2,) 
entraîne la convergence uniforme de A(log|P,,|, Z, e) vers A(log|F|, Z, ¢), 
pour ZEeK;,0<ap.<b. Done 


lim sup — 4 (log | Py, |, ZL, py == 0 (LEK,, o<aZp=—b). 
Ny>+ 2 Np 
K, et A étant quelconques, on aura 
Vi(Z)j=o  (ZeC). 
D'après (b,), l’ensemble de points de C? vérifiant 


if 


lim sup log PC, -+-, 3p)}|<0 


Nr + © Na 


sera de capacité nulle dans R?. Donc, d’après (2.25) et (2.26) : 


(2.27) lim sup — log|S,, (41, -.., 5») |==-+% presque partout dans C?. 
In +e qn 
D'où le lemme, d’après (2.24) et (2.27). | 
Le théorème 8 résulte du lemme 8, puisque K est quelconque sur F = o. 
‘ Ann. Ec. Norm., (3), LXX VIII. — Fase. 2. 17 
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CorozLaire 1. — Si deux fonctions entières F, et K,, prennent les mêmes valeurs 
sur un compact non P-négligeable, elles coincideront partout. 


En effet, dans le cas contraire, l’ensemble analytique F, — F,, contiendra un 
ensemble compact non P-négligeable, ce qui est impossible (sauf si F, =o, 
F,= 0) d’après le théorème 8. 


CHAPITRE Il. 


CLASSE DE FONCTIONS DÉPENDANT HARMONIQUEMENT OU SOUSHARMONIQUEMENT 
DE DEUX GROUPES DE VARIABLES. 


V. — Fonctions doublement sousharmoniques. 


1. On se place dans l’espace R/*, p=3, g=3, de p+q variables 
a= (Ly, ..., Lp), Y=(Yas +, Ya). On désigne par D un domaine de RP#, 

Dans ce chapitre, nous allons étendre certaines propriétés des fonctions 
plurisousharmoniques à une classe plus générale de fonctions définies 
dans D CR?*1. Introduisons tout d’abord ces fonctions. 


Dérmrrion 3. —. Une fonction V(#,V¥)=V (ai, ~. +) Bp, Vix ve 5 Ya); 
— DV +o, V4#—o, sera dite de la classe $,,,(D), où D est un domaine 
de R°*4, st: 


a. V est bornée supérieurement sur tout compact K CD. 


b. Pour x= x, fixé, DAE[x=2x,| comporte en général plusieurs compo- 
santes connexes, sur chacune d’elles la restriction V(x,, y) de V est soit sous- 
harmonique de y, soit la constante — «. 

De même, pour y = y, fixé, la restriction V(x, yo) de V est sur chaque compo- 
sante connexe de DAE[ y = 7, |, soit sousharmonique de x, soit la constante — . 


Remarquons que dans le cas où p et q sont pairs, les fonctions plurisous- 
harmoniques peuvent être considérées comme de la classe S,.,,,(D) de paves 
manières. 


Nous nous proposons tout d'abord d'établir qu'une Bidon V de la 
classe S,,,(D), et semi-continue supérieurement de l’ensemble des p+q 
variables (a1, cs Dps Vase Yq). I en résultera la mesurabilité de V par rapport 
à (a, y) c'est-à-dire dans R?*7, sa sommabilité, et finalement sa sousharmonicité 
en (x, y). La démonstration de cette propriété, que nous allons donner, suit 
de près celle donnée par P. Lelong dans le cas des fonctions plurisousharmo- 
niques [15 |. Elle sera faite en plusieurs étapes. 
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Proposition 8. — Si V est de la classe S, ,»(D), l'ensemble ELV = —o | ne 
contient aucun ouvert. 


Démontrons sas : 


Lemme 9. — V est de la classe S,, dans une boule BCR’, l’en- 
semble E[ V arr ne peut contenir une boule B, CB. 


En effet, on sait que l’ensemble des infinis d’une fonction sousharmonique 
dans un domaine D de R? est de mesure nulle dans R’. Soit M(a’, y’) un point 
de B,. Pour æ—x’ fixé, la fonction sousharmonique [ou —+1]V(æ', y) 
dans BAE[ x = 2 |, vaut — , sur l’ouvert B, NE[ a= x’ |. Doncelle vaut — x, 
sur toute la composante BNE[x—2"]. Lorsque le point M(2’, y') varie 
dans B,, les composantes BAE[ x = x’ |, balayent un domaine ACB. On a en 
tout point de A, V——. Soit O le centre de la boule B, on peut trouver un 
nombre a>o, tel que pour tout y’, |y/|< a, la composante BAE[ y — y], 
coupe A suivant un ouvert non vide. L'ensemble des points M(a, y) de B qui 
vérifient | y|< a, sera désigné par A’. On a en tout point de A’, V——%, car 
pour y= Yo fixé, |y.|<a, la fonction sousharmonique | ou —% |V(x, y,) 
dans BNE| y = y, |, vaut — oo, sur l’ouvert ANE| y= y,]4 0. Si maintenant 
P(E, n) est un point quelconque de B, la composante BNE[x—E£] coupe 


nécessairement A’ suivant un ouvert non vide et l’on aura V(£,y)=—, 
sur BNE|æx—£]. On aurait alors V(£, n)——, en tout point de B contrai- 


rement à la définition 3, ce qui établit le lemme. 

Considérons un domaine quelconque D et supposons que l’ensemble 
| V=— |, VES, ,(D), puisse contenir une boule ouverte B, CD. Il contiendra 
alors toute boule ouverte B, CD, qui intersecte B,. Car B, contient une 
bouleB; C(B, NB), dans laquelle V vaut —co, Finalement l’ensemble E[V=— | 
contiendrait tous les points de D, car deux points quelconques de D appar- 
tiennent a la réunion d’une suite finie de boules portées par D et deux a deux 
sécantes. 

Ainsi, si l’ensemble des infinis de VES, ,(D), pouvait contenir un 
ouvert w CD, V serait identique à — dans D, contrairement à la définition 3. 

Dans la suite B(x, R) désigne la boule de centre æ;(j—1, ...,p) et de 
rayon R portée par R?, et B(y, R) celle de centre y;(¢=1, ..., q), et de rayon R 
portée par R’. B(æ, y, R) désignera la boule de centre (x, y), et de rayon R 
portée par R?**. 

Proposition 9. — ‘Sout V de la classe S,,,(D). St B( a, R) < Se R')c cD, 
alors : 


a. Pour xEB(x,, R) fixé, la moyenne 


V(æ, y) doy (Y); 


B* (1, R') 


T 
us 


est identique à — , ou bien une fonction de x sommable dans B(æx,, R). 


TA PA OWA Te” 
. ates Ro 
» a w « 
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b. L'intégrale ttérée 
: J 
L(x, Jo, R, R') = 


PIRATES Tr (2, Yo) AT p-1 (æ) 
p-1(R) B* (xs, R) 


est finie et tend (quand R + 0, R'-> 0) vers une limite V*(xo, Yo) qui est semi- 
continue supérieurement de l’ensemble des variables (a, Yo) ED, et est la plus 
petite majorante semi-continue supérieurement (régularisée supérieure de V). 


Nous dirons qu’une fonction f définie dans un domaine D est sommable si 
elle est mesurable, et si l'intégrale de Lebesgue de f sur tout compact de Da 
une valeur finie; il en est alors ainsi de | /|; f sera dite encore sommable au 
sens large si elle est mesurable, bornée supérieurement, mais avec une inté- 
grale pouvant avoir la valeur —. 

Ceci dit, rappelons qu’une fonction u est dite quasi-sousharmonique, si elle 
est égale à une fonction sousharmonique w*, sauf sur un ensemble de capacité 
extérieure nulle (*) où l’on a u << u* [11]. La partie (a) résulte d’une propriété 
des familles de fonctions sousharmoniques bornées supérieurement quand ces 
fonctions dépendent d’un paramètre réel dont elles sont des fonctions semi- 
continues supérieurement (le paramètre est ici y) [ 15]. D’après cette propriété, 
W(x, %) est une fonction quasi-sousharmonique de xEB(a», R), donc 
sommable, ou identique à —. En tout cas W,,(æ, y,) est sommable au sens 
large et l’on peut considérer l'intégrale itérée L(æx,, yo, R, R’). Il est à remarquer 
que la fonction V(æ, y) n’étant pas supposée mesurable dans R?*’, on n’affirme 
pas pour le moment l'existence de l’intégrale double correspondante. 

La partie (b) se démontre grâce au lemme suivant : 


Lemme 10. — Si V<o, est de la classe S,,,(D), et si D contient le produit 
B(a, R) < BC yo, R’), alors on aura pour xEeB(x,, KR), YEBCyo, AR’) k<1): 


(1— k)? 
(3.1) M EPS 


L(Tos:YoR, R!) (Rio, RTS 6), 


Supposons y = y, fixé, comme V(a, y,) est sousharmonique de x [ou — | 
dans B(x,, R), l'intégrale de Poisson donne 
Le + 
Viz; a, fei (1+ k)P-10,4(R) MAIS (é, y) de p- (é) [re B(2, KR), BAS B( yo, KR’). 
Majorons sous le signe de l'intégrale, la fonction V(æ, y) pouræ—£e A 
fixé, et en la considérant comme une fonction sousharmonique [ ou — oo | de y. 
En opérant de la même façon, on obtient 


Bibs UN 2 ss 
V(æ, EG pr, (Ran) [ dos (2) V(é, n) day_a(n) 


( k)* «BY (ap, R) B* (yo) RY) 
1—k)2 ; 
== (1 + k)7+4—2 L(x, Yo, R, RB’) [ve B (2, KR), JE B( yo, kR’)]. 


(*) Un ensemble E est dit de capacité extérieure nulle 


s’il existe un ouvert de ilé arbitrai 
: L capacilé arbitraire- 
ment petit contenant E. : 
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Ce lemme étant établi, revenons à la partie (b) de la proposition 9. Comme V 
est bornée supérieurement sur tout compact de D, on peut supposer qu’elle est 
négative. Le lemme 10 montre que si L(æ,, yo, R, R')=—oo, on aura 
V(a, y)=—o, dans B(æ,, ER) >< B(yo, &R’). L'ensemble des infinis de V 
contiendra un ouvert contrairement a la proposition 8. Done, L(æ,, Yo, R, RB’) 
est finie pour R > 0, R'> 0. 

Supposons toujours V< 0, et démontrons que la limite de L(æs, yo, R, R’) 
existe quand R > o, R’-> 0, et que cette limite est une fonction semi-continue 
supérieurement de (a, yo). Soit V*(ao, y,) la régularisée supérieure de V, 
c'est-à-dire la fonction qui en chaque point (+, y)€D, est égale au maximum 
de Baire (°) de V au point (2, y). V*(a, y) est semi-continue supérieurement. 
Montrons qu'en chaque point (a, yo), on a 


dr Ra) eV” (tgs je 
R+0, R'+0 


En effet, à chaque € © 0, quelconque correspond un voisinage w de (2, Vo) 
tel que 
V(z, y) AV (20, Yo) +8 (v7, y)EewcD]. 
Si B(a, 9) < BC yo, 2) C Cw, on aura 
L(2, Yo 2; p') 22 V" (25; Yo) + €. 
Done 


(3.2) i sup D3 ¥a Pr ee Voy a) 
p>0, > 


puisque € > 0, est arbitraire. 
D’après (3.1), ona 
(Aa 


V(2, DE pre L (en Yo Ps 0’) [x@EB(a, ko), yEB( yo, kp')]. 
Donc 
NET 
V" (ay Yo) = G hyp (Loy Yor Pr 0’) 


Faisons tendre &, 0, 0’ vers zéro, on obtient : 


(3.3) V* (Lo, Ja Bien ink Tha Jo» Ps p'). 


En comparant (3.2) à (3.3), on a la conclusion voulue 


Ve) = lim leo, Yor Ps D), 
p>0, p'> 


ce qui achève la démonstration de la proposition 1. 


Proposrrion 10, — Une fonction V de la classe S,,,(D), est semi-continue supé- 
rieurement de l’ensemble des p + q variables (a4, ..., æ,, ya, ++ +s Xe 
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D’après la proposition 9, il suffit de montrer qu'on a en tout point (a, Yo) ED: 
lim : L(xs, Yo, R, R')= Veo, Yo); 
R+>0, R'>0 
cette propriété résultera d’un théorème classique de Lebesgue : si une 
fonction f,(æ) dépendant d’un paramètre t, 0 << tt), est sommable dans un 
domaine borné et fermé D de R?, quel que soit ¢, et si f(a) tend en décrois- 
sant (‘°) vers une fonction f(a), quand ¢ décroit vers zéro, alors on a 


x) di i f(x) est ble, 
ln yc ae fre Oy si CE) est sommable 
t>0VD . 
— © dans le cas contraire. 

Pour la démonstration de la proposition 10, choisissons R, assez petit pour 
que D contienne A= B(a, Ro) < B(Y, Ro), et Supposons encore V<o, au 
voisinage de A, quitte à retrancher une constante a V. 

L'intégrale itérée 

do y-1(x) : 
ee Roe RRS f at se al Vie Vian PT: 
( 4) Se s Yo ; ) Tp—1(R) B* (279, R) Og24 (RK) B oe 7) Mad i(y) 


* (79, R’) 


a une valeur finie pour o << RAR,, o< R’R, (proposition 9). 

Supposons tout d’abord V(x, y,) non identiquement —oo, au voisinage 
de x=2,; V(a, y.) est alors une fonction sousharmonique de xE B(x, Ry), 
et la fonction 


On, (x) = 3 


Tq—1 (R’) y (2, 2) dog (9) AY (2, Yo) (o R= Ro), 


Bt (vp, R’) 
sera définie dans B(a,, R,), sauf pour les points a appartenant à l’ensemble de 
capacité nulle (dans R?) : 


es El Va, ¥o) =— me] Nn B(x, Ro); 


Hors de e, 5,,(x) est positive et tend en décroissant vers zéro quand R< Ra 
décroît vers zéro. Par conséquent d’après le théorème de Lebesgue, l’intégrale 


(3.5) Or (x) dop1(æ) =L(æ, Yo, R, RB’) 


I 
. Tp—1 ( R) B* (29, R) 


I 
EN RTE TOR V(æ, Yo) me 
Tp1(R) B* (2, R) (æ, Yo) dep1(æ) 


(qui a un sens dans le cas considéré), tend vers zéro avec R’, et ceci quel que 
soit oO << R< Ry. Distinguons alors deux cas possibles : 
1° V(Gs, Yo) >—, ona 


(3.6) L(x», yo, R, BR’) — V(x, Yo) = On (aw) doy, (a) 
- B* (ar), R) 


PAT ee 
Cp—1(R) 


, I 7 
Diet) VC, Yo) dop1(æ) — V(x0, Yo). 


B* (x, R) 


(1°) La décroissance sera prise au sens large (constance ineluse). 
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Soit € > 0, un nombre donné arbitrairement petit. On peut choisir pour R 
une valeur o, telle que 


a ce 
V : iS y ; e 
Sone (2, y ) do, a(@) Nr Va) =< : 


(car cette différence tend vers zéro avec 2). Puis choisissons pour R’ une 
valeur 0’, telle que 
I ~ : & 
+ — Cie do y =} 
Pa ees pr (@) dop1(%) < = 
on aura alors d’après (3.6), et du fait que L(a,, y, R, R’) est croissante de R 
EURE: 


0 <L(2%0, yo, R, RB’) — V(x, Yo) <8; 
pour R< 0, R’< 9’. D’ot la proposition dans ce cas. 


2° Si V(x, ¥0)=—o. L'intégrale figurant dans le premier membre 
de (3.5), tend toujours vers zéro avec R’ quel que soit oC R< Ry. L'intégrale 
figurant au second membre de (3.5), tend vers — (pour R - 0), etl’on peut 
choisir pour R une valeur o de manière que cette dernière intégrale soit infé- 
rieure à — N, où N est un nombre positif arbitraire. Puis choisissons R’= 9’ tel 
que, le premier membre de(3.5), soit inférieur à 1. On aura donc 


L (to, Yo R, R') <—N-+1, 
pour R< 9, R'< 09’. D'où la proposition dans le cas étudié. 


3° Supposons maintenant que V(x, y,) soit identique a —, pour 2 € B(x, Ry), 


on aura encore V(æs5, Yo) ——. La fonction 
We (@) = —ar V(x, y)dogs(y)  (o<R'< Ro), 
F(R’) Joey, 
n’est pas identique à — «, dans B(x,, R, )[sinon on aura L(x, yo, R, KR’) =— @, 


R>o, R'> 0] elle est non décroissante, lorsque R’ croît vers zéro, et l’on a 


lim War(æ) ——, xLEB(L, Ro). 
R'30 


Choisissons pour R une valeur fixe o < Ro, et considérons la moyenne 


L(2%o, Yor P» R’) = Wh (x) dc p—1 (2) 


© Fp (P) Js cy 0) 


Comme on vient de le remarquer, W,,(#) tend en décroissant vers —o, en 
tout point de B(x,, R,) (quand R’ décroit vers zéro). Le théorème de Lebesgue 
rappelé plus haut s’applique et donne 


lim E(x, Yo P, R') ==; 
R’'>0 i 
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on peut donc choisir R'= ?’, tel que 
L (ao, Yo, Ps R)<—N, 
ce qui donne 
L(x, Yo, R, R) <—N pour R<p, R'<p!. 


N étant quelconque, on obtient finalement 


him; La, Yo Ry = =: 
R>0, R'>0 | 
V(æ, y) est done en tout point (x,y)€D, la limite de L(x, y, R, R’). 
D’aprés la proposition 9 elle sera semi-continue supérieurement. 
On en déduit la mesurabilité de V dans R’*. L'intégrale itérée L(ao, Yo, R, R’) 
est alors une intégrale double, et l’on peut intervertir l’ordre de l'intégration. 


Proposition 11. — Si V est de la classe S,,,(D), la moyenne portant sur les 
volumes : 


A Co Korte ks) == V(x, y) d,(æx) dry(7) 


I 
tp(R) t7( RB’) fe Ae 
est finie pour R> 0, R'> 0, quel que soit (xs, Yo) ED. 


En effet, V(æ, y) étant mesurable dans R?* et bornée supérieurement sur 
tout compact de D, sera sommable au sens large. Comme la moyenne spatiale 
d'une fonction sousharmonique dans une boule est au moins égale à la valeur 
prise par cette fonction au centre de la boule, on aura en caleulant A(x,, Vo, R, R’) 
comme une intégrale itérée : A(2», Yo; R, BR’) V(&s, Yo). Si A( 2, Yo, R, 'R) 
n’est pas finie, il existera un ensemble mesurable 4 de diamètre arbitrairement 
petit tel que 


[Ve 9) dent) dr =. 


Alors en tout point (x, y.) centre d’un produit de boules contenant », on 


aura V(2,, ¥,)—=—o, car la moyenne correspondante sera —o. On en 
déduirait que V(x, y) = — o, sur un ouvert de D contrairement à la proposition 8. 
Tutortme 9. — Une fonction V de la classe S,,,(D), est une fonction soushar- 


monique dans D de l'ensemble des variables Oy si pa Wes y€D. 


D’après les propositions 10 et 11, V est sommable, semi-continue supérieu- 
rement dans D. Il suffit pour établir le théorème de montrer qu’en tout point 
(Xo, Jo) ED, V(x», yo) est au plus égale à sa moyenne spatiale sur toute boule 
B(x, Yo, R)C CD. Pour commodité d'écriture, supposons æ, —0, Yo= 0. 
Soit 0—(0,, ...,0,,) un vecteur unitaire de R?, défini à l’aide des para- 


P at 
mètres 0, ..,, 9,4, qui avec (5) , définissent les coordonnées sphé- 


11 
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riques du point æeR. c, 9 —(9,, ...,0, ,) les coordonnées analogues du 
point yER’. Un point de R’* est alors défini par les coordonnées r, 0, 9, 9. 
La boule B(o, 0, R)CR*4, sera définie par r°+ ¢2-<R®. Avec les are 
coordonnées |’ ent de volume dans R?*4, a ane expression de la forme (‘!) 


AT p4qg= TP pi 1 A (0) B(o) dr do dd, ,..d9,1d9,...dgq-4. 


Par conséquent : 


" V(r, 0, 0, 9) dpi 
(B, 0,0,R) 
i dr dp fr A (D) di. dt, f V(r, 0, 9 9) 97 Ba) doy. ne dogs 
724 LR? 0 o 


La dernière intégrale n’est autre que la moyenne de V sur la frontière de la 
boule B(o, 9) CR? au facteur 5, ,(o) près. L'intégrale portant sur 0 est égale au 
facteur 6,,(r)5,_1(0) près à l'intégrale itérée L(o, 0, r, ¢), définie précédem- 
ment. On a donc, en remarquant que Li 0; 05) rap) = V0, 0): 


tf NPA, 0.0) dre V6, .0) Spall) Gpiu(0) ar de == ty. c( RK) Vi G,.0) 
(Bo,0,R) 


r24+722R2 


[7+ (R) est rappelons-le volume de la boule B(o, 0, R]. Finalement on a: 


V(o,0)Z V(r, Ps 0, o) dTp+9 


Tp+q (R) (B 0,0, R) 


ce qui établit le théorème. 


Derinition 4. — Une fonction V(x, ...,æ,, Yi, «++ Yq) sera dite de la classe 
H,,,(D) où D est un domaine de R?*1, si: 
VES,,r(D), — VesS,,,(D). 


Du théorème 9 résulte : 


: 


CoRoLLAIRE 2. — Une fonction de la classeM,,,(D) est harmonique de l’ensemble 
des p + q variables (x, y) eD. 


En effet, V et — V seront alors sousharmoniques en (a, y) dans D, d’après le 
théorème 9. 


2. Nous obtiendrons maintenant une seconde définition de la classe S;,,(D). 
La définition B des fonctions plurisousharmoniques (voir les préliminaires) 
nous suggère, en effet, d'obtenir un résultat analogue pour les fonctions de la 
classe S,,,(D). 

EE —— — Se eee 

(11) Rappelons que 

| a = r'COS01...C050;-4, xj=reosh,.. 00S 8,—; Sin 0p,—7-+1 {((1<j <p), t= rsin4,]. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasa. 2. 18 
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Auparavant, démontrons l'énoncé suivant, analogue à un énoncé concernant 
les fonctions plurisousharmoniques [23]. 


Proposition 12. — Pour qu'une fonction V soit de la classe Sx,,(D) wl faut et il 
suffit que V soit sousharmonique dans DCR? par rapport à l’ensemble des 
variables (a, y), et demeure après toute transformation 


(3.7) T: amafthaj, yy=y¥jepy; (0,470) 


une fonction 9), ,(x}, ¥,)= V(x) +hax;, y; + py;), sousharmonique des p+ q 
variables (x', y!) dans T~*(D). 


Les conditions suffisantes. — Montrons que si V(æ, y) est sousharmonique 
en (a, y) et reste sousharmonique en (a’, y’) après toute substitution (3.7), 
elle est de la classe S,.,,(D). Supposons tout d’abord V dérivable, et caleulons 
le laplacien de 9,,(a;, y) qui sera par hypothèse positif. ù 

Ax y Or,p (Lj 5 y;) om 2 val oe Be ANT oO (Ce, y) [= Dj}. 


soit = Ak, ona 
MA,VS — p? AyV =— BR A, V. 
Donc 
(3.8) AVS — A A,V [(æ, »)ED]. 


Comme A,V est bornée sur tout compact KCD, (3.8) donnera, si |#| + 0, 


ASV SSO [(æ, y)eD|. 


V est alors sousharmonique de + pour y fixé. De la même façon, on voit qu’elle 
est sousharmonique de y pour x fixé. Finalement, V est de la classe S,,,(D). 
D'où la proposition dans le cas où V est dérivable, 

Remarquons pour la suite que si V,(#, y) est une fonction de la classe S, (D), 
dépendant d’un paramètre 1, o 11, etsi V,(æ, y) est non croissante lorsque t 
décroit vers zéro, alors la fonction V(æ, y) = lim V,(æ, y) sera de la classe S,.,(D ), 


ou identique à — (car la limite d’une suite décroissante de fonctions soushar- 
moniques est de même nature où la constante —%. 

Revenons à la démonstration de la proposition 12. Si V n’est pas déri- 
vable, on formera le produit de composition de V avec le noyau régularisant 
AL, ..., Ly, Vas + .., Yq) défini dans R’*#, de la manière suivante : 


Soit #, (a, ..., 2», Ya, ..., Ya), fonction indéfiniment dérivable et ayant 
comme support la boule B(o, 0, 1)C R?**. On suppose que « ne dépend que de 
P q ' 

Szi+ dy; et 


1 1 


la distance r — 


fat voy Ly Jay ere Va) Mprg (x, Y) = 1; 
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on pose 


x 


9 . ; , Zi a PB nN 
Up (Xs, ss Moy V1, wom Vy) = Oy (Ss LE Er lé 


r r r 


%, a comme support la boule B(o, 0, 7), et vérifie : 


[arte cos Cp, Vis ce +s Ya) At nig (2, Vlr: 


La fonction : 


®,(2-y)=V (2, yeas [Va TU, Yj+1;) &(U,.P) drprq(u, +), 


sera sousharmonique de (a, y), etindéfiniment dérivable (*?). Il en est de même 
de la fonction 


D, (2, + Âxi, yi + py;) = [Vo + Ar; +ru, yot+ py; + rej) du, %) dtpig(U, P). 


Donc, d’après la première partie de la démonstration ©,(a, y) sera de la classe 
Sz,y(D). ®,(x,y), tend en décroissant (7 | ©) vers V(æ, y). V étant non identi- 
quement —, sera de la classe S,..,.(D), d’après la remarque faite plus haut. 

Les conditions sont nécessaires. — En effet, on a vu (Théorème 9) qu'une fonc- 
tion de la classe S,,,(D) est sousharmonique en (+, y). D'autre part, si u(x) est 
une fonction sousharmonique, (x; + Ax;)—u;(x') sera sousharmonique 
en æ'(À<0); par conséquent &;,,(x,, y;) sera encore de la classe S: (D), 
donc encore une fonction sousharmonique en (x,, y,) (théorème 9). 


Trtoreme 10. — Les conditions suivantes sont nécessaires et suffisantes pour qu’une 
Jonenon Nr, x, Ji... Jah © ZV FO, soit de la clässe S:;, (D) ; 


a. V sommable sur tout compact KCD; 


b. Les distributions (°° 


q 
av 
NN a ee 


1=1 


sont positives dans D. 


c. En tout point PED, on a VP \=V(P.), o_V;,CP ) est le maximum en 
mesure de V au point P. 


(#2) On sait que si V(x) est sousharmonique, le produit de composition V(x)ka-(x), est soushar- 
monique (car «;, est positive), et tend en décroissant vers V(x). Cette derniére propriété résulte de 


l'égalité : 
V(x)kar(zx) = [Via TU) & (Uz) dep(uy= ener) f LEVEL, rt) v(t) 41 di, 


où L, est la moyenne de V sur la frontière de la boule B(x, rt), et Y(t) = «1; t élant la distance 


de (u) = (wi) à l’origine. 
HUE) Les distributions seront prises au sens de Schwartz [25]. 
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‘ 


Les conditions sont suffisantes. — Car (b) entraîne que la distribution 
AV =A,V + A,.V, soit positive dans D. Cette condition avec (a) et (c) assurent 
comme on sait [13] la sousharmonicité de V par rapport a l’ensemble des 
variables (æ, y). Or V demeure sousharmonique en (2’, y') après la transfor- 
mation T définie dans (3.7); sa transformée vérifie en effet encore les condi- 
tions (a) et (c), et les distributions : 

Aw (TV) =22d2V, Ay (TV) =p? A,V, 
Avy (TV) = 22 AV + p2AyV, 


sont encore positives dans D. Alors la proposition 12 nous permet d'affirmer 
que V appartient à S,,,(D). 


Les conditions sont nécessaires. — En effet, soit VES,,,(D) et V deux fois 
différentiables, on a nécessairement A, V0, A,V 0. Si V n'est pas dérivable, 
nous considérons le produit de composition 


Vxar(z, 7)=V,(x, 7)ESxy(D). 


on a, si / 0, est indéfiniment dérivable à support compact dans D : 
(Az V) (f) = ft, J) Ac f (2, 7) deg (æ, y) Slim [Ve (x, Y) Ac f(x, ¥) prg (LY), 


cette dernière limite est positive, car V,(æ, y) est de la classe $,.,(D) et déri- 
vable, de sorte qu’on a: 


f V(x, 7) Me f (2, y) deu Y,) = ‘if Au V,(æ, y)f (2, 7) des (ay PS0. 


Donc (A, V)( f/f) 0. De même, on a(A,V)(f) So. 
Le théorème est donc établi. 


VI. Prolongement des fonctions de la classe IH, (D). 


3. PROPOSITION 13. — Soi V(x, y)= V(X, «++, &, Vas «+ +) Yq) une fonction 
définie dans le domaine D = D,,>< D,(D,CR,, D,CR,) et vérifiant les conditions 
suivantes 


a. Pour y fixé, V(x, y) est harmonique de xED,; 
b. Pour x fixé, V(x, y) est harmonique de y ED. 


Dans ces conditions, à chaque compact K CD, correspond un ouvert w € D,;'tel 
que |V(æ, y)| soit bornée sur K >< w. En particulier, à tout domaine D’, d'adhé- 


rence, compact dans 1), correspond un ouvert w CD, tel que V(æ, y) est de la 
classe À... dans D, >< w. 


La fonction | V(x, y)| est une fonction séparément continue par rapport à 
chaque groupe de variables, la fonction M(y) =sup|V(a, y)| (où K est un 
tek 
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compact de D), est finie pour chaque y € D, fixé ; comme M(y) est semi-continue 
inférieurement, il existera un ouvert o CD, (qui dépend de K) tel que | V(æ, y)|, 
soit uniformément bornée dans K >< «('*). V(æ, y) vérifie alors dans K >< « les 
conditions de la définition 4, elle est donc de la classe H,,,(K ><), et d’après 
le corollaire 2 harmonique de l’ensemble des variables (a, y)EK < ©. 


Désignons par o l’origine des coordonnées de R?. 


Proposition 14, — Soit V une fonction vérifiant les conditions (a) et (b) de la 
proposition 13, dans un domaine de la forme Dz >< B(o, 9) (Dz CR”); et o un vecteur 
unité porté par oy. Sil existe un nombre p, << ¢, tel que V(x, y) soit de la classe 
H,.,,, dans D, >< B(o, ¢,), alors chaque terme de la série : | 


+7 


(3.8) V(x, y) = DAs(@, 9) Ly 


S=0 


RH ER) 


obtenu en développant V(x, y) (pour x ED, fixé), en une série de polynomes homo- 
gènes des y;, est de la classe H,,[D;>< B(o, o)], donc harmonique de U ensemble des 
variables (x, y) dans D, >< B(o, 0). 


La proposition résultera du lemme suivant: 


Lemme 11. — Les coefficients A,(a, 9) figurant dans (3.8), sont pour chaque 
set © fixés, harmoniques de x ED,. Pour chaques, | A,(a, ©) | est bornée sur tout 
compact de D, uniformément par rapport à 9 et à x. 


En effet, le développement (3.8), s'obtient grace à l'intégrale de Poisson sur 
la frontière de la boule B(o, 9’) CB(o, 2); oe’ pouvant être aussi voisin qu'on 
voudra de p. On a 


Vire a SS V(æ, p'à) dc (à), 
(3.9) ; MA (1— 2ucos0 + u?)? 


«=, æeD..- 0 =(oy, à). 


A partir de (3.9) et du développement (uniformément convergente en 0 tant 


+o 


Banfi 
que u<1): (1—2ucos?-+u*) *=1 + qu cos) + SP (cos) u', on trouve 


SA 


(1+) Nous utilisons ici la forme suivante de Baire (Bourbaki [7]). Dans certains espace E (dits de 
Baire) et en particulier dans l’espace métrique, on a le théorème suivant: soit fa (y) une famille de 
fonctions numériques semi-continues inférieurement dans E, telle qu'en tout point Y€E, sup a) 


soit finie. Alors tout ensemble ouvert non vide contient un sous-ensemble ouvert non vide dans 
lequel fy, (y) est uniformément borné. 
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l'expression du coefficient A,(a, 9): 
Tg (1 An Ghee | V(x, p' à) d5y-1 (a), 
Og—1(1) Ay (a, 9) = D VC, p' a) cos) doy; (4), 


o,1(1) Ay (a, 9) = nf V(x, 9 %)[P“ (cos) — P,(cos0)] da,+(@) (S382). 


Remarquons que A,(æ, 9) est indépendante de DE | cela résulte Le unicité 
du développement (3.8), pour x fixé|. Done, si l'on choisit p’=¢ (Fa Or 
A,(æ, 9) (pour 9 fixé) sera harmonique en 2 €D,. En effet, V(æ, = est (par 
hypothèse) de la classe H,,[D, >< B(o, ¢,)], donc harmonique de l’ensemble 
des variables (a, y)ED, >< B(o, 2,) (corollaire 2). L'intégrale donnant A,(x, 9) 
sera continue en 2, et elle satisfait à la condition de la moyenne; car pour toute 
boule B(a, R) portée par D,, la moyenne de A,(a, ©) sur B*(a, R), s'obtient 
en remplaçant la fonction V(æ, o/a) figurant dans l'expression de A,(æ, 9), par 
sa moyenne (o' a a fixé) sur B*(a, R), et comme V (æ, 0’ a a) est harmonique en x 
(pour o! a fixé) il en résulte l’harmonicité de A,(æ, 9) par rapport à z(9 fixé). 
D'autre part| A,(2, 9) est pour chaque s, uniformément bornée sur tout compact 
KcD,. Car[V est bornée dans K >< B(o, 9,), et |P,”’ (cos 4) — P“”, (cos 9)| est 
majorée par |P: we 1)|+-| P\”, (1)| (voir les préliminaires). La fonction A,(x, p)|y| 
sera donc bornée en module sur tout compact contenu dans D, >< B(o, ¢). Comme 
elle est séparément harmonique, elle sera de la classe H, ,[D, < B(o, p)] (défi- 
nition 4). D'où la proposition. 


4. Soit W un ensemble de points du domaine D =D,.>< D,, D,CR, D, CR’. 
Nous dirons qu'une fonction V( a, ..., æ,, V1, «++, ¥,) de la classe H, ,(D — W), 
se prolonge en une fonction de la classe H,.,(D), s’il existe une fonction 
Via, y) EH,.,(D), qui coincide avec V dans D — W. 

Dans la suite, W sera l’ensemble des points de D =D, x D,, défini par: 

NP (Vis NL Mee De (o€D,). 

Soit V(x, y) une fonction de la classe H,,,(D — W), et E(e, R) ensemble des 

points y de D, vérifiant o <<< |y|< R. Considerons le domaine : 


d(e, R)—[D;x E(e, RCD — W. 


On peut représenter la ronetion V(æ, y) en tant que fonction harmonique 
en y à partir de la formule 


eV 1) — J y! d > af ! l T 
(3.10) | ky V(x, n= fe À (x, y') Fa, ee )— (y, nye RE (x, y) | dy (>) 
L(x, y)€0(é, R)]. 


FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES ET FONCTIONS DOUBLEMENT SOUSHARMONIQUES. 147 


où 4, est une constante numérique égale a (gq — 2) 9,4 (1) | Rappelons que E* est 

la frontière de E(e, R), ha (y, y’) le noyau de la théorie de potentiel newtonien 

tee he ot ce nee eee. TA , 

dans R’ et ae la dérivée selon la normale intérieure a E(&, R)|. S19, . 
i | ‘ 


MON) Dos 


|y|, sont les coordonnées sphériques du point y, la formule (3.10), va nous 
permettre d'obtenir dans D — W, le développement : 


+ 


‘ ; a(x 
(@. 14) kp V(x, yy =e(z) + ae + A(z, LOS ool pen hon 
s=1 
+ 
Sy Bele a elle Petit (neo) 


s=t 


En effet, utilisons les développements classiques suivants (pour g=>3): 


+ 


I I 2 ° 3 . 1 
Bra) Aly = ee + DPI God) [yest yell Se 
VE 
(8.13) MO y= pig Po) RE y di [TER y R 
Stara 


| 0 = l'angle (oy, ov’) |. Les séries sont absolument et uniformément conver- 
gentes, respectivement pour |y| ><, et [y]<{R. Pour obtenir les développe- 
ments analogues pour les dérivées selon la normale à E* du noyau h,(y, y’), il 
suffit de dériver les développements ci-dessus respectivement par rapport à € 
et R (y fixé). En remarquant qu'il s’agit d’une dérivée selon la normale inté- 
rieure à E(e, R) on obtient: 

(3.14) dun DST eos 4) | ite fetes soir he fy | Se, 


s=S2 


| # 
(3.15) PRO I) LR ES (54 q —2) PSE (c0s 6) R41 y | 


Saat 


si |y|=R,|y|<R. 


Les séries convergent uniformément en 0 et absolument 


Pe ay, 
[eat | PY- (cos) | 2 wee |, 

Décomposons l'intégrale figurant dans (3.10) en deux intégrales étendues 
respectivement à B*(o, R)CD,, B*(o, ¢) CD). La premiére intégrale est inva- 
riante quand R croit (en restant inférieure a la distance minimale de o à la fron- 
tière de D,). La seconde intégrale est invariante quand € >> o décroit. En sub- 
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stituant les séries (3.13), (3.15), dans l'intégrale portant sur B*(o, R), et les 
séries (3.12), (3.14) dans celle portant sur B*(o, €), nous trouvons (Es 


c(z) = fi q —2) V(x, Ra) +R cs V(æ, Ra) do y-1 (a) 
a( 2) == — fr = i (a, ea) do y-1 (à) 


A;(æ, p=r f [8 Ve, Ra) +(s+q—2) Viz, Ra) | Pe? (cos 6) dog (a) 


B,(æ, 9) =e f |sv(e, à) — 22 V(a, <a) PY-2)(cos0) days (à) 


5. PROPRIÉTÉS DES COEFFICIENTS FIGURANT DANS (3.11). — Remarquons que les 
dérivées partielles de V(a, y) appartiennent à la classe H,,,(D—W). Par 


exemple ee est tout d’abord harmonique en (a, y) et bornée localement 
P 

en module; car c’est une dérivée d’une fonction harmonique de p + q variables. 
D’autre part, elle est harmonique en y comme étant la dérivée d’une fonction 
harmonique en y. Pour chacune des séries figurant dans (3.11), la série des 
modules est majorée par des séries numériques convergentes lorsque x appar- 
tient à un compact K, CD,, et |y |< R fixé < Ry (R, étant la distance minimale 
de o à la frontière de D,) ou respectivement |y| > e, >¢ > o. En effet, soit R, 
un nombre compris entre R et Ro, et pour æEeK,., soit 


o(R:, K, A Ria AC Ra) 


M(R;, K,) LA EE R, à) |. 


A,(x, ©) est alors majorée par : 
|As(x, 9)|<[9(Ri, Ke) + (s+ 7 — 2) M(Ry, Ky)]] PY“? (1) | oy (1) LE (xEK:). 


Donc, pour |y|<R<R,< R, : 


+n 


Dia alete eth Kem Gta (R) 


s=1 
(q+s—2)! 
+ M(R;, K,) 70 Gaant(R) ù 
(5) Dans le cas q = 2, le noyau | y|2-7 figurant dans (3.11) doit être remplacé par log —— 


Tia 


l'expression de c(x) est alors : 


JPG RG) + Rlog y A Vv(a, na)| ds, (a). 
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Les dernières séries étant convergentes, d’où la conclusion. Même raisonnement 
pour la deuxième série figurant dans (3.11). 

Les coefficients A,(æ, 9), B,(a, 9), sont d'autre part pour + fixé, harmo- 
niques en 2ED,, (même raisonnement que dans le lemme 11). Les coeffi- 
cients A,(x, 9)|y |, Bia, o)ly|?-** seront finalement de la classe respecti- 
vement de H, ,(D), et de H,,,(D — W). Ainsi : 


Une fonction de la classe H,,,(D — W) se développe selon (3.11). Les’ séries 
Jigurant dans ce développement sont uniformément, absolument convergentes 
quand (x, y) appartient à un compact K,>< E[eo=<|y| aR, |c CD —W. Les 
coefficients c(x), x(a), A,(a, ©), B;(æ, ©) qui sont des fonctions Laplace de y 
‘pour x fixé, sont en outre harmoniques de xED,; les termes A,(x, 9)|y|, ainsi 
que leur somme sont de la classe M,,,(D); les termes B(x, o)|y |, et leur 
somme sont de la classe H,,,() — W). On en déduit : 


Soit x un ensemble de l'espace R? tel que toute fonction harmonique dans un 
domaine D, de R? sannulant sur nND,, soit identiquement nulle; alors, 
si VEH,,,(D—W), DCR’#, et st pour tout xEe(nND,) certains termes 
de (3 .11), disparaissent ; ils disparaitront aussi pour tout x ED. 


6. Applications. — Les propriétés des fonctions harmoniques au voisinage 
d’un point, ce point exclu, et l’étude ci-dessus nous donnent : 


Totorime 11. — Soit V(xi,...,æ,, Yi, ..., Y,) une fonction de la classe 
H,,,(D — W), où D est le produit topologique de deux domaines D, CR, D, € R’: 
et W la variété : | 

AV NE NN Nig mei ALT (oeD,.). 


\ 
Si W contient un point (æ—x,, y=0); tel que sur un voisinage OCD de ce 
point, la fonction V demeure bornée supérieurement, alors V est bornée au voist- 
nage de tout compact de W sur D — W, et se prolonge d'une façon unique en une 
fonction de la classe H,,,(D). Plus généralement, cette conclusion demeure st l’on 
a, pour un nombre 0 << $5-<q — 2, 


(3.16) E( V0; BAD = of lms) (y +0) (æewnD;);, 


où w est un voisinage de x, ED,, et L la moyenne de V*=sup(V, 0) sur la 
frontière de la boule B(o, |y |) CD,.. Si maintenant (3.16) est vérifié avec 5) >q—2, 
alors ona: 


V (21) ee 2p Jn Ko) = Olly”) (yo) [Cay ED = WI. 


Pour w=, fixé, (3.11) est le développement classique de la fonction 
harmonique (en y) V(æs, y) au voisinage de y =o. Il est connu que si V(x», y) 
est bornée supérieurement au voisinage de y=o, les coefficients «(2,), 
B,(æ,, 9) seront nuls pour tout 51. Plus généralement, on salt que si pour 
un nombre 5, V(æ, y) vérifie L[V*(ao, 7), 0, [Y|]=0(y7f"),;7 +0, on a le 

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Faso. 2. | 19 
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même résultat sous l'hypothèse 5)< q—2. Et si 5, >q—2, B.(aæ, 9) est nul 
pour tout s tel que g—2-+s 5, (*"). Ceci étant rappelé, considérons le 
développement (3.11), et utilisons le fait que les coefficients B,(æ, 9) sont 
harmoniques en æ€D.. Par hypothèse pour tout (2, y), appartenant à Q, 
V(a, y) est bornée supérieurement; il en résulte que pour chaque x = x, fixé, 
x, E[Qn(y—=0)| on a B(x, 9) — 0, (eh = 61 0r Qn|y =] est un 
ouvert dans R’, donc B,(a, 9) =0, «(æ)=0, pour æ€D.. V sera alors de la 
forme : 


+a 


V=e(z) + Az, ely [x »)ED—W] 
s==2 
Donc bornée au voisinage de tout compact de W sur D — W. Le prolongement 
se fait alors par continuité en posant : 
NÉS STATE TL) si (+, y)ED—W 
Vie) ce Che) si (a, 0)€WnD. 


V*(æ, y) étant de la classe H,,,(D), prolonge V. 
Plus généralement, si (3.16), est vérifié pour tout x appartenant à oND,, 
on aura pour æ = 2, fixé, 2, EWND, : 
sl S,< 7 — 2, Bela; 9) 0; a(%)=0 PE pe eee 


Si Sy > g9—2, B,( 21) = 0 pour touts tel que ¢g—2+s> 5. 


L'ensemble w ND, étant ouvert, on aura dans D, : 


sl So<qg—2, B,(x, 9) =0, a(æ) =0 (SE es 


Si $0>4q—2, B,(x, 9) =0 pour tout s tel que g—2+s X58). 


Dans ce dernier cas, V(a, y) sera de la forme : 


V = fonction de la classe H,. (D) + > eee l(a, y)ED— WI. 


SL So —q +2 
D'où le théorème. 


COROLLAIRE 3. — Soit E un ensemble compact appartenant à un sous-espace 
de D =D, D, et défini par 


Bo, (= y: Sith Ya= Yq) X (EK), 


où K est un compact de D. Si V est de la classe Hy, .(D —E), alors V se prolonge 
par continuité en une fonction de la classe Hy, ,(D). 


En effet, supposons y}=o(j=1,...,q), et considérons le développe- 
ment (3.11). Les coefficients «(æ), B;(æ, 9) doivent être nuls pour tout æ 
appartenant à D,—K. Comme D,—K est un ouvert, on aura a(æ)=0, 


nd nt ee Ge ee Line ME de a 
(15) Voir par exemple, M. Brecor [40], [42], [13]. 
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B,(æx, 9) ==0(s=1, 2,...). V est alors bornée au voisinage de tout compact 
de E sur D— E. On conclut comme dans le théorème 11. 

Le théorème 11 montre ainsi l'existence dune classe d'ensembles E fermés tels 
que st E, est contenu dans un domaine D de R’*4, et si V EH, ,(D —E), on ait 
VEH,,,(D) le prolongement se faisant de D —E à D d'une façon unique. On sait 
qu'il existe de telle classe densembles appelés ensembles singuliers umpropres (1°) 
pour les fonctions plurisousharmoniques (cf. [23]). 


Proposition 15. — Soit V une fonction de la classe Hz, ,(D — W). St V est positive 
au voisinage w dun point («= 2, y —0) de W, alors V est dans D —W, de 
la forme : 

a(x) 


V = fonction de la classe Uz, (D) + Ty 


[(æ, y)ED— WI. 


En effet, pour = x, fixé, x, e(wn D), considérons le développement (3.11). 
On sait que si V(x,, y) est positive au voisinage de y —0, tous les coefli- 
cients B,(x,, ©) sont nuls [10]. Comme wD, est un ensemble ouvert, on 
aura B(x, 9)= 0, pour x ED, V est alors de la forme indiquée. 


VII. Support des masses d’une fonction de la classe S,.,,(D). 


7. Soit V(a,, ..., æ,, Vi, -.-5 Ya) une fonction de la classe S;.,(D). D’après 
le théorème 9, V est sousharmonique de l’ensemble des variables (x, y). Si du 
est la mesure de Radon positive associée 4 V en tant que fonction sousharmo- 


nique en (x, y), l'intégrale | dy, sera appelée la masse de V portée par EC CD. 
E 


Proposition 16. — Soit V une fonction de la classe S,,,(D), où D est un 
domaine de R?+1. Si la masse de N dans tout compact K CD disparaît, alors V est 
de la classe H,,,(D). | 


En effet, si dy. est la mesure de Radon associée à V en tant que fonction sous- 
harmonique en (æ, y), la condition / du — o, pour tout KCD, entraîne que dp. 
K 


est une mesure nulle dans D. Donc, dans la décomposition de Riesz de V dans 
un domaine D’c CD, le terme potentiel disparaît, on en déduit que V est 
harmonique en (+, y), donc dérivable. On a dans D’c CD: 


AV So, AN = 6, A,V+A,V=AV=o0. 


(17) Soit V" une variété différentiable à m dimensions, E une partie fermée de E telle 
que Q = V”—E soit un ensemble ouvert connexe. Désignons par L(Q) l’ensemble des fonctions 
d’une certaine classe L défini sur ©. On dit que E est un ensemble singulier impropre pour les 
fonctions de la classe L, si toute fonction de la classe L(Q) se prolonge d’une façon unique en une 
fonction de la classe L(V™) (cf. [23]). ; | 


152 V. AVANISSIAN. 


Donc, A,V=0, A,V=o, dans D’. D' étant quelconque dans D, d'où la 
proposition. 

Proposition 17. — Soit V(æi,..., y, Yas +++» Yq) harmonique en (x,y) à 
l'extérieur E d’un domaine borné de R’*1, et de la classe H,,, dans un ouvert w CE. 
Si V tend vers zéro, lorsque |æ|+|y|-—+, alors 

V=o, (x, y) Eb. 

En effet, V(x, y) sera de la classe H,, ,(E). Car A, V(æ, y) qui est harmonique 
en (a, y) dans E, est identiquement nulle dans w CE, sera identiquement nulle 
dans E, et V sera de la classe H,,,(E). D’autre part, E étant l’extérieur d'un 
domaine borné de R’*?, on peut trouver un cylindrec:|7€w,, —acyj<c+o], 
j=l, 2,..-, 4, contenu dans E; et en particulier V sera de la classe Hz, ,(c). 
Supposons x=a,€w, fixé, V(æx,, y) étant harmonique dans tout R’, et 
tendant vers zéro quand |y|—<+, est identiquement nulle. Ainsi pour 
tout zEw,, V(x, y)= 0, comme V(x, y) est harmonique en (x, y) dans E, et 
nulle dans un ouvert de E, est identiquement nulle dans E. 


Tutortme 12. — Si V(æ,,...,æ,,Y1,..., Yq) est une fonction de la classe M. , 
au voisinage de la frontière d'un domaine borné D CR’**, elle se prolonge en une 
fonction de la classe H,,,(D). 


Ce théorème est à rapprocher du théorème de Hartogs : Une fonction analy- 
tique de plusieurs variables complexes sur la frontière d’un domaine borné se 
prolonge en une fonction analytique à l’intérieur de ce domaine. 


Considérons (‘*) un voisinage U de la frontière extérieure de D, ayant des 
frontières F, et F,(F, CD), assez régulières pour qu’on puisse appliquer la 
formule (3.10). F, et F, sont construits de manière que V soit de la classe H, . 
sur F, et F, et dans le domaine U limité par F, et F,. 

L'intégrale (3.10), étendue à F,+F,, donne la valeur de V en un 
point (wv, y) EU. Décomposons cette intégrale en deux autres portant sur F, 
et F,, et posons 

V= Ilr, (2, ¥)+ Ip, (2, ¥) = Ie, 45,(2, 9). 
Ona dans U : 


(3.11)  K,4lr,(æ&, y) 


p+q—2 
1 P q at UT NE 
= Tipe a Ets sg ; : : 
= af: (£, 1) dni DCE) + i- nn») de pyq (by * 
et j=! 
— Pr 
Pp q D VE 
, 2 vd : .d bg 

=f Dd (a— a+} Cy- nj)? yg (E; n) do pigs (2, 0), 

ay t= Fr é 


I,(”, y) ayant une expression analogue étendue a Fy. 


(**) Un procédé analogue a déjà été utilisé par S. Bocuner [5] [6]. 
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(x, y) est une fonction harmonique en (x, y) dans le domaine (A) 
contenant le point æ=+,y—+, et de frontière F,. Elle tend vers zéro, 
lorsque |x|+|y|- +00. D'autre part, c’est une fonction de la classe Hoi, (A): 
En effet, faisons dans (3.11), le changement de variables : 


EE = E— a; UE = ney ne ae 

Minnie JA (fete 9) 
On obtient (dans U) : 

_P+q=2 

| d “ 3 : 

Kosg Ie, (2, y) = TAC Yji+ MY) on, > AG eG) 
i=*% Je 
wane 


Pp q 2 
oy : d ab 
fi (de ups “) dn V+ bis 954 1) dpa a(2, 1) 


bat JA 
La première intégrale | qui est harmonique en (x, y), et tend vers zéro 


avec | | est de la classe H,,, au voisinage de la frontière de D. Car cette 


I 
lz[+ly 
intégrale est de la forme [{V@t Er Yi +n, au(E', x’), avec 


prog 


P q 2 
bed 1 d à. 19 19 +1 1 Æ I 
dp.( ,7)= oa (de +] AG py +-q—1(€', n°) et [me n)<+0, 
‘ i= f= 
done l'intégrale portant sur V(a;-++ &, y;+",), sera de la classe H,,, au voisi- 
nage de la frontière de D; car V(a;-+-&,, y;-+7,) l'est, et l’on intègre par rapport 
à une mesure bornée. D’après la proposition 17, elle sera identiquement nulle. 


x . Sie . ñ dV 1 ! 
Même raisonnement pour la deuxième intégrale; car an, (ei Ei Yi Nyx est 


encore de la classe H,, , au voisinage de la frontière de D. Finalement 
Ip, (2; 7 D; Ving )=b (a, He 


Or [,,(æ, y) est harmonique en (æ, y) dans D, et est d’autre part de la classe H, 
au voisinage de la frontière de D (mème raisonnement que pour I,,); elle 
est done dans D de la classe H,,,, comme étant une fonction harmonique 
en (x, y) ED, et de la classe H,,, dans un ouvert w CD. 

I.,(æ, y) prolonge donc V(x, y), et le théorème est établi. 


Proposition 18. — Soient V une fonction de la classe 8,,,(D), et K un compact 
contenu dans D. Si de plus V appartient à la classe Hz, ,(D —K), alors V appartient 
à la classe H,,,(D). | Ç 


En ‘effet, soit KCD, CD, D, étant un ouvert de frontière D, assez régulière. 
D — K est un voisinage de la frontière de D, ; donc V de la classe H,,,(D — K), 
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se prolonge en une fonction Ÿ(æ, y) de la classe H,,,(D,). La masse de V en 
tant que fonction sousharmonique en (x, 2 disparaît dans D,. Car cette masse 
à un facteur près est égale à 


dV (a, y) dV(z, y) Ru 
ee UE | LAS web Ue = dn; Popp AE PIE 


La proposition 16 montre alors que V est de la classe H,,,(D,), et comme D, 
est quelconque, V est de la classe Hz, ,(D). 


Proposition 19. — Le support des masses d'une fonction de la classe Sz,(D), 
nest jamais contenu dans un compact, sauf si elles s’annulent, auquel cas la 
fonction est de la classe Hz, »(D). 


En effet, si le support des masses de V de la classe S,,,(D), est contenu dans 
un compact K CD, V sera de la classe H, ,(D — K) (proposition 16), et finale- 
ment de la classe H,,,(D) (proposition 18). 


CoROLLAIRE 4. — Une fonction de la classe S;,,(D), ne possède pas de masse 
isolée. 


En particulier, ce corollaire est valable pour les fonctions plurisousharmo- 
niques (et en particulier pour les fonctions de la forme V = log| f(4, ..-,2,)|, 
J holomorphe). Il étend ainsi a la classe S,,,(D) une propriété connue des 
fonctions plurisousharmoniques et est à rapprocher (mais d’une manière plus 
lointaine) du fait qu’une fonction analytique de p->1 variables n’a pas de 
zéro isolé. 


CHAPITRE IV. 


VIII. Mesures DE RADON DÉPENDANT HARMONIQUEMENT 
D'UN GROUPE DE PARAMETRES. 


1. Soient E un espace compact, F, l'espace vectoriel des fonctions continues 
(dans E) à valeurs réelles, muni de la norme usuelle || / || = sup| /|, qui définit 
sur F, la topologie de la convergence uniforme. On désigne par F, un sous- 
espace vectoriel fermé de F,, et par D un domaine de R°. 11, sera une forme 
linéaire définie sur F, (mesure si F,=F,), dépendant d’un paramètre 
Peéliy = (Yas ++. Ya) ED CR’ (y sera considéré comme un point de R’). On 
suppose qu'on a de plus, sur tout compact KCD une majoration : 


(4.1) [Pr(A)I=M(K) fll (SEF, y€K). : 


M(K) ne dépendant que de K. 


E étant compact, 4, sera continue dans F,, pour la topologie de la conver- 
gence uniforme, 
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Le problème qu'on se propose est le suivant : on se donne un domaine D, € CD, 
et l'on suppose que pour tout fEF,, v,(/) en tant que fonction de yeD, 
appartient à une classe (c). Pour y contenu dans D, € CD, peut-on prolonger y, 
définie sur F, en f:, sur F, de manière que f(g), g@F,, appartienne aussi à la 
même classe (c) comme fonction de y dans D,, et que la norme de &., satisfasse 
sur D, à la condition : | 


h. ~ a. 
ey sup (|| iy lle.) = sup (|| By lle)? 


Remarquons que dans (4.2), nous exigeons l’égalité des bornes supérieures 
dans D, des deux fonctions de y, et non leur égalité pour chaque y fixé. 

Cette condition fait intervenir D,, et peut n’étre pas réalisée dans un sous- 
domaine D, CD,. 

Évidemment, le théorème de Hahn-Banach [8], nous permet de prolonger u,, 
pour chaque y fixé, en une mesure de Radon ÿ., vérifiant l'égalité |}, —1&,Îh,, 
pour tout y; mais il s’agit de voir s’il existe des prolongements tels que, comme 
fonction de y, &(£), g EF, soit encore de la classe (c). 

Nous examinons ce problème dans le cas où (c) est la classe des fonctions 
harmoniques. 


Dérinition 5. — Nous dirons que la forme linéaire 1, définie sur F, et y ED, 
dépend harmoniquement de y, si n, vérifie (4.1), et que l'application : 


S> Py(S) (feF:) 


nous fournit une fonction harmonique en y ED, pour tout fEF,. St Fi=F;, 
u, sesa dite mesure de Radon dépendant harmoniquement de y ED. 


Exemple. — Soient G un ouvert de R? et DC CG, un sous-domaine. D la 
fermeture de D. Pour toute fonction fEF;, considérons la valeur prise au 
point y ED, par la solution du problème de Dirichlet relatif à D, et pour une 
donnée égale à f sur la frontière D* supposée assez régulière. Quand f varie 
dans F5, cette solution définit une mesure de Radon dépendant harmonique- 
ment de yeD. 

Un autre exemple nous est fourni grace à l’énoncé suivant : 


Proposition 20. — Soit V(æi, ..., Lp) Vas +++) Yq) une fonction définie dans 
le domaine borné D=D,><D,(D,CR’, D,CR), bornée en module sur tout 
compact de D et telle que : 

Pour x fixé, V(x, y) soit harmonique en y ED,, et pour y fixé, V(x, y) soit 
sousharmonique en «ED. Avec ces hypothèses, la mesure de Radon positive y. 
associée à V(a, y) en tant que fonction sousharmonique en x (pour y fixe), vérifie 
une condition analogue à (4.1), et la condition suivante : pour toute fonction f à 
support K(f) contenu dans un compact de Dz, la fonction de 7, a, (f) est 
harmonique en y ED. | | 
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En effet, soit / une fonction continue a support compact K(/) contenu 
dans D,. Considérons une suite de fonctions o,(x) indéfiniment dérivables a 
support K(g,,) compact dans D,,, avec K(/) € K(@,), suite qui converge unifor- 
mément en décroissant vers /(æ). 

On a au sens des distributions : 


pr) = Cp — 2) 1101) f nV (rs 3) qe) dep (æ) 
==( pp — 2) op- (1) [V(w, y) Ax Qn( x) Atp (2). 


uy (%,) est harmonique sur tout domaine D, d'adhérence D, compacte dans D, ; 
car |V(æ, y)| est bornée sur D, >< K(+,), et l'on intègre par rapport à une 
mesure positive et bornée, portant sur le paramètre a. Comme la mesure py 
correspondant à A, V(æ, y) (y D», fixé), est une mesure positive et bornée sur 
un compact K contenant tous les K(o,), u(9,) tend en décroissant vers p.,(f) 
qui sera nécessairement harmonique en y€D,. Le raisonnement fait établit 
que pour yEDz, |u,(/)|-ZA(f), où A(f) est indépendant de y€D:. Or le 
théorème de Banach-Steinhaus [3], énonce qu'une famille A(,)(a) de fonction- 
nelles linéaires sur un espace de Banach ne peut être bornée pour tout x sans 
que la famille des normes || A;,)|| soit bornée uniformément. Il en résulte 
que |u,.|, yeD., est uniformément bornée, c’est-à-dire il existe un 
nombre M(D,) ne dépendant que de Ds, tel que 


Fr (P) |< M(D,) IF Ih (yeD,). 


D'où la proposition, puisque D,, D, sont quelconques dans D... 
Nous nous plaçons dans la suite dans l’espace E défini au début du chapitre. 


Proposition 21. — Si p.,. est une mesure de Radon dépendant harmoniquement 
de yED, sa norme ||u.,|| — en |(f)|, est une fonction sousharmonique 
If II 21 


de y ED, qui est positive continue. En particulier si u.. est une mesure positive pour 
tout y, sa norme sera harmonique de y ED. 


En effet, u,(f), /eFr, étant harmonique de y€D, |u,(f)| sera sous- 


harmonique. Comme p..(/) vérifie (4.1), ||u,|| sera l'enveloppe supérieure 


d’une famille de fonctions sousharmoniques positives bornées sur tout compact 
de D. Elle est donc quasi sousharmonique. D'autre part u,(f), || f|| 21, est une 
famille également continue de fonctions harmoniques en y ED, ce qui entraine 
légale continuité en y de | ,(/)| (|| /|| <1), et finalement la continuité pour 
l'enveloppe supérieure ||, |. Cette propriété et celle de quasi-sousharmonicité 
entraînent la sousharmonicité. 

D'autre part, on sait que pour une mesure p. définie sur E (qui est rappelons-le, 
un espace compact), le nombre réel w.(1) (positif ou négatif), est appelé la 


FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES ET FONCTIONS DOUBLEMENT SOUSHARMONIQUES. 107 


masse totale de .; lorsque y est une mesure positive, sa masse totale est égale 
à sa norme [9]. Donc si y, est une mesure de Radon positive dépendant harmo- 


niquement de yeD, || y,|/=p,(1) sera harmonique en yeD. D'où la 
proposition. 
2. Proposirion 22. — Soit H un sous-espace vectoriel partout dense dans F, au 


sens de la convergence uni forme. Une forme linéaire y. définie sur H et dépendant 
harmoniquement d'un paramètre y ED, est prolongeable pour yED, en une 
mesure de Radon dépendant harmoniquement de y ED (d’une façon unique, et 
sans augmentation de norme pour chaque y fixé). 


Soient f/EF,, f'&H, et f, une suite de fonctions appartenant à H et qui 
converge (pour la topologie de la convergence uniforme) vers f. On sait alors 
que si v est une forme linéaire continue sur H, elle est prolongeable sans 
augmentation de norme par continuité en une mesure de Radon ÿŸ sur F,. On 
définit la valeur de ¥(/) comme étant égale a la limite de v(f,)(n>+ 0). 
Dans notre cas, il existe donc pour chaque y fixé (rappelons que x, est continue 
pour chaque y fixé), une mesure de Radon (unique) £, prolongeant u.,; il suffit 
seulement de vérifier si @, va dépendre encore harmoniquement de y, On 
a ,(f)= lim pC fi.) (~f,E€H); u,(/,) est harmonique pour chaque », et elle 

DS + 0 


converge simplement vers une fonction de y, &.,(f). Or u.,(/,) est une suite de 
fonctions harmoniques bornées en modules sur tout compact K de D, 
par M(K) sup || f,|| << +, ou M(K) est indépendante de y [condition (4.1)], 


donc la convergence simple entraine la convergence uniforme et la limite est 
harmonique. 


Taéorème 13. — Sorent F, un sous-espace vectoriel fermé de F,, 1, une forme 
linéaire dépendant harmoniquement de y ED, et définie sur F,. Lorsque y demeure 
dans un ouvert D, compactement contenu dans D, à, se prolonge de F, à Fy, en 
une mesure de Radon ÿ., qui dépend harmoniquement de y €D,, de plus le prolon- 
gement peut étre fait de manière que ÿ. vérifie relativement au domaine D, 
chôtsi: D, C CD: . 


(4.3) sup Ale sup [I My ll; 


si l’on considère D, CD,, f., ne satis fait pas (4.3), relativement à D, en général. 


Soit g un élément de F, qui n'appartient pas à F,, H, l’espace vectoriel fermé 
engendré par les combinaisons linéaires de g et des éléments de F,. Nous allons 
prolonger y, de F, à H,, en une forme linéaire y, telle que, pour tout élément 
de H,, la valeur prise par y; soit encore harmonique en yeD;, et que || y. 
vérifie (4.3). 
© Ann, Ee. Norm., (3), LXXVITI. — Fase. 2. 20 


il, 
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Considérons en eftet, la famille de fonctions harmoniques : 


(4.4) p(t) + MD) —8 |: 
yEeD;,/feF:, M(D,)= sup | Ly Île 


Pour f variant dans F,, (4.4) est une famille bornée inférieurement; car 

quels que soient k et f, appartenant à F,, et y ED, : - 
By (h) — pr) LB) — BP ILE ILMD) lA —/| 
2M(D;)(|A-sll+l|f—#8 ll) 
done 
(4.5) py (h) —M(D,) || h@-g |Z py (fF) +M(Di)||f—sl] (ve Ds). 

Done, si A, est un élément de F, fixé, »,(A,) est harmonique de yeD,, on 
ARTE (hy) = % > — 2; soit = || g—h,||; la famille (4.4), sera minorée 
d’après (4.5), par %—M(D,)¢. On en déduit que l’enveloppe inférieure 4,(y) 
de (4.4), est surharmonique continue de y, ED, (car toute famille de fonctions 
harmoniques bornée inférieurement sur tout compact par une constante finie, a 


une enveloppe inférieure qui est continue ou éventuellement une constante, et 
comme d’autre part elle est quasi surharmonique est surharmonique). Soit done 


us (¥) Th us (Cf) + MD) If] 1. 


D'après (4.5), on a, pour tout heFP, ; 
Hy (Sf) —M(D;) ||k —g | Zue(y) (> ED:). 


u(y) a ainsi une minorante harmonique dans D,, on sait [13[ que si une 
fonction V surhamonique admet une minorante sousharmonique dans D,, 
l'enveloppe supérieure des minorantes sousharmoniques de V dans D, est une 
fonction harmonique dans D,, et c’est la plus grande minorante harmonique 
de V dans D,. La famille de fonctions sousharmoniques dans D, qui 
minorent u,(y) dans D,, contient en particulier les fonctions harmoniques 


u»(h) —M(D,)||h—g'||, AEF,; elle a une enveloppe supérieure m,(y) har- 
monique dans D,, et l’on aura pour tout hEF,, SEF, yeD,: 


(4.6) ty(h) —M(D,) || 4 —g'|| Sg (9) Zue(y) LP) + MD) fl. 


Nous définissons une forme linéaire x’ sur H, (l’espace vectoriel fermé 
engendré par F, et g€F,; geF,) de la manière suivante : par convention nous 
posons : 

Py(f)=Py(f)  pourtout feF,, 
(4.7) 25 (8) = mg(y), 
By (ag + f) = ap; (8) + 23 (f) [= ame(y) + py(S)], 


a étant un scalaire, 
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H est alors linéaire (car toute fonction qui appartient à H, est de la 
forme ag +f). Sa valeur pour un élément de H, est d'autre part harmonique 
enyeD, | grace au choix de m,(y) et du fait que u*(/)=p.,.(/), est harmo- 
nique de yED,, pour tout EF, |. Il suffit donc de montrer l'inégalité : 
bag + f)|<M(D:)llag+ fll (JeFs yeD:), 
pour affirmer que u.. dépend harmoniquement de y ED,. 
Dans (4.6), remplaçons h et /, par — Lee qui est légitime car (4.6), est 


vérifiée pour tous éléments / et f appartenant à F, qui est un sous-espace vecto- 
riel fermé |, ce qui donne : 


2 M(D, ) +s <—m,(y) + pe(£) 2M (Di) |Z+e ; 
c'est-à-dire 
(4.8) | amg (y) + BP) LMD) || f+ ag ||: 


D'après les conventions (4.7), 
ams (¥) + Py (SP) = By (as +f); 
done finalement d’aprés (4.8), 
| us (ag + PI LMD) lag + FI]. 


Ainsi p,. est une forme linéaire définie sur le sous-espace vectoriel 
H,=F,+{g}; elle dépend harmoniquement de ye D,, et vérifie (4.3), par 
rapport à D,, et elle prolonge u., de F, à Hy. 

L'extension à tout l’espace F, se fait en appliquant le théorème de Zorn : Tout 
ensemble ordonné inductif possède au moins un élément maximal. 

On a vu que y, se prolonge de F, à H, en une forme linéaire 1° dépendant 
harmoniquement de yED,, et vérifiant (4.3). On peut évidemment recom- 
mencer à partir de pu et H,, en prolongeant pu... de H, à un sous-espace vectoriel 
fermé engendré par H, et un élément g, EF, g1 € Hh. 

Soit ¥ l’ensemble de tous les prolongements obtenus par ce procédé appliqué 
successivement. L'ensemble & est totalement ordonné par inclusion, car étant 
donné deux éléments de #, l’un est nécessairement le prolongé de l’autre. 
D'autre part, est inductif, c’est-à-dire toute partie de ¥ totalement ordonnée 
a un majorant. En effet, la réunion d’un nombre quelconque des éléments d’une 
partie de # totalement ordonnée, est encore un prolongement qui contient tous 
ces éléments, et est par conséquent un majorant pour ces éléments. Il en résulte 
que les hypothèses du théorème de Zorn sont satisfaites. L'ensemble % a un 
élément maximal ÿ,, son domaine de définition est nécessairement Fy, sinon 4, 
serait encore prolongeable et ne serait pas maximal; f:, dépend harmoniquement 
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de yED,, et satisfait (4.3), car c est un élément de #, et l'on sait que tous les 
éléments de possèdent ces propriétés, en effet elles se conservent par passage 
à la limite inductive. %, prolonge donc y, de F, à F,, et le théorème est établi. 
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INTRODUCTION. 


La théorie de la cohomologie d’une algèbre associative sur un corps a été 
donnée par Hochschild. Elle est décrite par Cartan et Eilenberg [1, IX] comme 
un cas particulier de leur théorie générale. L’algébre associative est un espace 
vectoriel sur le corps de base, et la structure linéaire de l’algébre est donc 
triviale; la structure multiplicative joue le rôle principal dans la théorie de la 
cohomologie. Mac Lane ([3], [4|) a développé une théorie de la cohomologie 
d’un anneau (c’est-à-dire une algèbre associative sur l’anneau des entiers natu- 
rels). Dans ce cas les deux structures (linéaire et multiplicative) sont non- 
triviales. On donne ici une théorie de la cohomologie d’une algèbre associative 
sur un anneau commutatif quelconque. Lorsque l’anneau de base est un corps, 
cette théorie se réduit à la théorie de la cohomologie donnée par Hochschild; 
et lorsque l’anneau de base est l’anneau des entiers naturels, on retrouve la 
théorie de la cohomologie d’un anneau énoncée par Mac Lane. Dans ce sens la 
théorie développée ici est une vraie généralisation des deux théories précédentes. 

Soit A une algèbre associative (avec élément unité) sur un anneau commu- 
tatif K (avec élément unité). Soit M un A-bimodule. On va définir les groupes 
de cohomologie de l'algèbre A à coefficients dans le A-bimodule M et on les 


notera H"(A, M), nso. 
Soit U pH une algèbre différentielle graduée sur K, et soit ¢:U >A un 


ns 0 


homomorphisme d’algèbres différentielles graduées (la différentielle et la 
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graduation de A étant triviales ). On peut considérer Mcomme un U-bimodule. On 
définit un complexe @(U) sur l’algebre U (chap. I, §1) et Yon définit le 
K-module Homygy(@(U), M) qui possède une graduation et une différentielle 
(chap. I, $2). On prouve (théorème 1) que si U et U’ sont deux algébres diffé- 
rentielles graduées qui possèdent des K-bases homogènes (ou même qui sont 
K-projectives) et si 9: U > U’ est un homomorphisme d’algébres différentielles 
graduées tel que l’homomorphisme induit H, (U) > H, (U’) soit un isomorphisme, 
alors l’homomorphisme 


H*(Homy Qu» (@(U'), M)) > H*(Hom y gy.(@(U), M)) 


est un isomorphisme. 

Une algèbre différentielle graduée U, munie d’un homomorphisme ¢: U - A, 
est, par définition, une résolution fortement libre et acyclique de A si les condi- 
tions suivantes sont satisfaites : 

(i) U possède une K-base homogène, contenant 1, telle que le produit de 
deux éléments de base soit un élément de base, et 

(ii) la suite des K-modules 


dy Ep 1S 
SU SUR ES ST gt a 


est exacte. 

D'autre part, U est, par définition, une résolution K-projective et fortement 
acyclique de A si les conditions suivantes sont satisfaites : 

(1) U est K-projectif; 

(ii) la suite des K-modules ci-dessus est exacte, et 

(iii) il existe une application multiplicative c: A — U, telle que es soit l’appli- 
cation identique de A dans A. 

On montre l'existence de ces deux sortes de résolution (chap. II, $1), et 
l’on prouve que si U est une résolution fortement libre et acyclique de A, 
ou bien une résolution K-projective et fortement acyclique de A, le K-module 
H'(Homsgu(@ÇU), M)) est indépendant du choix de la résolution U (chap. I, 
théorème 2). On définit H*(Homrgw:(@(U), M)) comme le K-module de cohomo- 
logie de A à coefficients dans M. Si A est K-projectif, on peut prendre U= A, 
et l’on retrouve les groupes de cohomologie définis par Hochschild. Si K = Z, 
Yanneau des entiers naturels, on peut choisir pour U l’anneau différentiel 
gradué V construit par Mac Lane [4, § 11] et l’on retrouve les groupes de 
cohomologie H"(@(V(A)), M), obtenus par Mac Lane. 

Le K-module H°(A, M) est isomorphe au sous-module des éléments invariants 
du A-bimodule M (i.e. des » € M tels que Am — m} pour tout 4 € A), et H'(A, M) 
est isomorphe au K-module des homomorphismes croisés de A dans M, divisé 
par le sous-module des homomorphismes principaux (chap. Ill, S1). Le 
groupe H°(A, M) est en correspondance bijective naturelle avec l’ensemble 
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des classes d’équivalence des extensions de A avec noyau M tel que M?’=o 
(chap. III, §2). Maintenant, on a trois théories : 


(1) les modules de cohomologie définis par Hochschild, qu'on notera 
Hoch”(A, M) (no); : 


(it) les modules Ext4.(A, M)[4, IX]; et 


(it) les modules de cohomologie H"(A, M) définis ici. 
On obtient (chap. II, § 3) des homomorphismes 


Hoch"(A, M)-% Ext\.(A, M) H”(A, M). 


Pourn=o et 1, 9 et Ÿ sont des isomorphismes. Pour n= 2, 9 et | sont des 
monomorphismes. On montre par des exemples que les trois modules Hoch?(A,M), 
Exti.(A, M) et H?(.A, M) sont en général distincts. 

On définit, d’après [2] et [4], les bimultiplications d’une K-algèbre A(n’ayant 
pas nécessairement d’élément unité) et l’on pose le problème général des 
extensions d'algèbres (chap. IV, $ 1). On définit l’obstruction d'un homomor- 
phisme 0 de A dans l'algèbre des bimultiplications extérieures de A, tel que 
l’image de 4 se compose d'éléments « deux à deux permutables », et l’on prouve 
les théorèmes analogues à ceux de Mac Lane sur l’obstruction. Le module 
H°(A, M) s’interprète exactement comme Hochschild [2] l'a fait dans le cas des 
algèbres associatives sur un corps. 

_Ce travail a été fait sous la direction de M. le Professeur Cartan qui m'a 
donné beaucoup d'inspiration. Je le prie de bien vouloir trouver ici l'expression 
de toute ma reconnaissance. Je remercie vivement le Gouvernement Francais 
qui m’a donné une bourse de trois ans et qui a ainsi rendu possible mon séjour 
en France. Je remercie aussi M. le Professeur Dubreil et M. le Profes- 
seur Dixmier qui ont bien voulu faire partie du Jury. 


Notations. — K désigne un anneau commutatif avec un élément unité 140. 
Sauf mention du contraire, une algèbre associative sur K possède un élément 
unité, et un homomorphisme d’algébres associatives applique l'élément unité 
sur l'élément unité. L’algébre A dans le chapitre IV ne possède pas nécessaire- 
ment d’élément unité et l’homomorphisme « : A + E n’applique pas nécessai- 
rement l'élément unité (s’il en existe un) sur l'élément unité. La notation @ 
signifie le produit tensoriel sur K. On désigne par A’(resp. U*) le produit 
tensoriel À Q,A* (resp. U@®, U*), où A*(resp. U*) est l'algèbre opposée de A 
(resp. U). Un A-bimodule M est un A-module à gauche et à droite qui satisfait 
aux relations 


(Am)p=À(mp.) pour tout EM et pour tous A, LE A 


et 
FR EN = Mi pour tout meM. 
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A CHAPITRE I. 


4. Le comPLEXE G(U). 


Soit U =U, une K-algébre différentielle graduée, où U, se compose des 


n>0 


éléments homogènes de degré »; et soit d la différentielle. On a 
dd=0; A(UNEU,S d(uv) =(du)v + (—1)"ude 
pour uweU, et veU. 
Soit 
S(U)= © S,(U), 
n>D—1 
où S,(U) = U Qx. : : QU, (n+ 2) facteurs, pour r =—1. 


En particulier, 
S_,(U)=U 


et 
S,(U) = UQKSn_1(U) pour tout no. 


Si v= UW ®.--@ Unsi ES,(U), nNX—1, la graduation dans S(U) est donnée 
par | 


n+1 


degx =n +Ÿ degui. 
i=0 
On définit des applications 
t: S,z1(U)—>S,(U) (n> 0) 
par la relation 
tr =a hoa. où æESy1(l). 


On voit que + est une application U-linéaire à droite, parce que 


t(2u)=1@acu=(1Q27)u=(txe)u pour tout wel. 


On va définir dans S(U) deux différentielles 


Or: Sa(U)—>S,(U) 
et 
ds:  S,(U)—>-S,..(U), 
au moyen de d et 7. 
La différentielle 0, : S,(U) + S,(U) est définie par les relations suivantes : 
0,u=—.du, ueS_,(U) =U; 
d,(ux) = (du) a +(—1)"**“u(d,2), wel, xéS,(U) (n>. 0); 
d,(zu) = (0,2) u + (— 1x (du), uEeU, æEeS,(U) (nD — 1) 
et ‘a 
0,7 + T0,= 0 pour tous les éléments de S,(U) (n=— 1). 
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La différentielle 9, : S,(U) > Sn: (U) est définie par les relations suivantes : 


Oth == ,05 UE Sah Ui) Us, 
O,(ux) =(—1)"*8"u(d,ax), wel, xES,(U) (2 >.—1) 


et 
0,7 + 70,= identité, pour tous les éléments de S, (U) (n=—:1). 
Notons que : 
OBS (0.0 = 2 pour æeS_ ,(U)=U 
et 
Cra) == =O; ye (wEU). 
On va montrer par récurrence sur n que : 
(ru) =(0;æ)u pour tout 2eES,(U) (nX—1) ettout wel. 

Pour n =—r, la relation est trivialement vraie. Supposons que la relation soit 


vraie pour ES,_,(U). Soit = @... Qu, ES,(U) et soit wEU. Soit 
Vu @ ….. Q Un: E Sn a(U). Alors 
d,(æu) = 0d,(u,T(yu)) 
tt) ere Geel VEL) 
(as) eye — ro; (ytt)) 
= (= 1) ously — 70,7) à, 


par l'hypothèse de récurrence et la U-linéarité à droite de 7, 
= (— 1)88 uy (Ost Y) u 
ENO.) de 


Les deux différentielles 0, et 9, donnent une différentielle totale 9 = 0,+ 0, sur 
S(U) qui satisfait aux relations suivantes : 


du —=— du; 
d(ux) =(du) x +(—:1)®st#u (dx), wel, reEs,(U) CES 
O( au) = (dx) u+(—1)*%*x(du), uel, xres,(U) (n > ~—1) 
et 
Ot + tO = identité. 
On voit que 0 est une application K-linéaire homogène S(U)—+S(U) de 
degré —1. La dernière relation montre que d°= 0. 
Les formules explicites pour 0, et 0, sont: 


(1.2) d(u &---& Un+1) 
= dus Q ui @Q. - . © Uns + (— DE NE MER GO AU OD) M Urge 


v1 


a3 ( uy 19 he + log Up... des Un tS &). 7. Qu: SG ES 


Cara 
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pour n><0o; le signe du dernier terme étant ainsi à cause du fait que 
Op Uns —— Ay ; et 


(1.2). d(u5@:..Q Unis) 
n 
=D (= 1) EF deg de Hy vot WOE TTL CO : Qui 1Q. à Qu: pour 2 nv: 


i= 


Soit 
&(U) = YSa(U) = $(U)/S_,(U) 


n>0 


Comme $_,(U) est stable pour la différentielle 9, 9 induit une différentielle 
(encore notée 0) dans @(U). De la suite exacte de complexes 


0 — S_4(U) = S(U) > G(U) 0 


et du fait que le complexe S(U) est acyclique pour la différentielle totale 9, on 
tire la conclusion que 


H,(@(U)) ~ H;_:1(S-, (U)) & H, (U), 


où H, signifie le n°" groupe d’homologie du complexe en question. Le dernier 


isomorphisme est dû au fait qu’un élément eS_,(U) =U de degré x dans U 
est de degré n — 1 dans S_,(U). | 


2. UN THEOREME D'ISOMORPHISME. 


Soit A une K-algèbre (différentielle et graduation zéro). Soit M un A-bimo- 
dule. Soit e : U > À un homomorphisme d’algèbres différentielles graduées 
(done ¢d=o). Si l'on donne à M la structure de U-bimodule induite par €, M 
satisfait aux conditions suivantes : 

(ke) { um=o=mu pour toutmeEM, siueU etdegu>o 
et (du)m—o—m(du)si degu=1. 

Si U* est l'algèbre opposée de l'algèbre U, M est un U‘-module à gauche avec 
(u@e")m= um, u EU, *EU* et MEM. On voit que B(U) et S,(U), nso, 
sont aussi des U‘-modules à gauche. On désigne par Hom,.(G@(U), M) la somme 
directe pe Hom,.(S,(U), M). Un élément f de Hom,.(@(U), M) est une somme 


n>0 


d'applications U-bilinéaires des S,(U) dans M, no. 


Lenme. — Soit M un U-bimodule qui satisfait aux conditions (x). St 
f€Homy.(@(U), M), alors fo EHomy (B(U), M) aussi. 


es COHOMOLOGIE DES ALGEBRES ASSOCIATIVES. 

En effet : 
fO(ux) = f(du.x +(—1)"8“u.dx), ueU, æEeS,(Ü) (7 0) 

= du f(x) + (—1)*4u( fdz) 

=(-1 \eer sf 0a? par la condition (x). 


Si deg u=o, 
foO(ux) =uf dx, 
et si deg u > 0, ufoæ =o par la condition (x), donc 
four) =0=uf0e, 
De même, 
Jo(æu) = f((dx)u + (—1)"%#%x(du)) 
== (f Ox) ue (y) f(x) du=(foryu 

par la condition (x). 

Si l’on pose ¢f= fd, Hom,.(@(U), M) devient un complexe avec la diffé- 
rentielle à. 

Soit U'=UGR,...@XKU(7 facteurs) avec U°=K. Le U-bimodule M a la 


structure d’un K-module, avec k.m=(k.1)m, kEK, meM. On a alors un 
isomorphisme canonique 


a: Homg(U", M) >Homw(S,(U), M) pour tout 7 Xo 


défini par : 
COL) Cth; CO SOO ea Ct OO 800) Un) Wars 


où fe€Hom,(U", M) et w, ..., UniiEU. 
On a donc 
Homy:(@(U), M) = Ÿ Homy-(S,(U), M) & Ÿ Homx(U”, M). 


n>0 n>0 


Il faut expliciter la différentielle (encore appelée à) sur Ÿ Hom,;(U”, M). 


n>0 


Rappelons qu’un élément de Hom,(U”, M) est une fonction K-multilinéaire de 
n variables appartenant à U à valeurs dans M. Soit féHom,(U”, M), alors 
df—=g+h, où geHom,(U”, M) et ke Hom,(U'"*", M). Ona: 


(2.1) (U1, ++, Un) 29. CR M FR dune.» Un}, 


PARENT Mr) 


a 


= Ua f (Us, «++ Unit) +) a Eu aw ky Us + ong nr) 
t=' 
+(— raies Ut deg Un+3 FU, rh Un) UT 


Ces formules sont obtenues des formules (1.1) et (1.2). 
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B,(U) = D S,(U) (mo). 


0Zpz<n 


Il est évident que @,(U) est stable pour 9 et l’on a donc une filtration de (U) 


FC By) CR AUDE". 


avec G,(U)= 0 pour n <0, qui est compatible avec la différentielle 9. On voit 
que 
Br (U)/Bn1(U) & SA(U) (n>0) 


et la différentielle induite dans S,(U) par 9 est la différentielle 9, : S,(U) +S, (U), 
l’autre différentielle 9, : S,(U) > S,-.(U) étant zéro dans @,(U)/@,1(U). 
Dans le K-module Hom,.(@(U), M) introduisons une filtration donnée par 


Fe = F"(Homy:(@(U), M)) = Home: (B(U)/@,_1(U), M). 


La suite exacte de complexes 


0 > B,(U)/B,4(U) > B(U)/Br1 (U) > B(U)/B,(U)> 0 


donne la suite exacte 


o> F1 Fr Homy: (@,(U)/@,4(U), M) > 0, 
d’où À 
Fr/Fr1 © Homye (GB; (U)/B»-1(U), M) 
~ Homye(S,(U), M) 
> Hom, (U”, M), 


la différentielle dans Hom,(U", M) étant induite par 9,. 


Tatorime 1. — Soient U et U' deux K-algèbres différentielles graduces qui ont 
des K-bases homogènes (ou bien qui sont K-projectives). Soit © : U > U' un homo- 
morphisme d'algèbres différentielles graduées. Soit M un U'-bimodule qui satisfait 
aux conditions (x). Considérons l'homomorphisme 


b: H*(Homy.(@(U'), M))->H*(Homy-(@(U), M)) 


induit par 9, où M est considéré comme un U-bimodule au moyen de +. Si  homo- 


morphisme H,(U) > H,(U') induit par © est un isomorphisme, 4 est aussi un iso- 
morphisme. 


Démonstration. — Notons que M satisfait aux conditions (x) comme 
U-bimodule. L’homomorphisme + induit un homomorphisme canonique 
B(U) + &(U') qui induit un homomorphisme canonique 


Homy(03(U'), M) > Homy(@(U), M) 
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compatible avec les opérateurs et les différentielles. On a donc l’homomor- 
phisme canonique : 


b: H*(Homy-(@(U'), M)) > H*(Homyw(@(U), M)). 


Les algèbres U et U' sont K-projectives et l’homomorphisme induit 
H,(U) + H,(U’) est un isomorphisme. On prouve par récurrence sur n Ee 
XVII, 4.3] que ’homomorphisme canonique H,(U") > H,(U) est un isomor- 
phisme. Comme U” et U’ sont K-projectifs, on prouve encore par [4, XVII, 
4. 3] que l’homomorphisme 


H*(Hom,(U’, M)) > H*(Hom,(U”, M)) 


est un isomorphisme. Or, dans les suites spectrales déduites des filtrations 
définies plus haut, ona: 


E; (Homy:(@(U), M)) =>, H*(F2/Fr#) = H* (Hom, (U”, M)) 


nm 


avec une relation pareille pour U’. Donc par [1, XV, 3.2] U est un isomor- 
phisme. Gas, Rowe 


CHAPITRE IT. 


1. DEUX PROBLÈMES UNIVERSELS. 


On va définir deux catégories €, et Cy. 

La catégorie C,. — Un objet de €, est un triple (U, A, €), ou: 

i(i) U est une K-algèbre différentielle graduée avec une K-base homogène 
donnée contenant 1, telle que le produit de deux éléments de base soit un 
élément de base; 

(ii) A est une K-algébre (de degré 0); et 

(iii) € : U— Aestun homomorphisme de K-algèbres différentielles graduées. 

Un morphisme (U’, A’, e’) + (U, A, ¢) dans la catégorie €, est un couple 
(f, g) de deux homomorphismes d’algébres différentielles graduées f : U'> U 
et g : A’ A tels que sf — ge’; on suppose de plus que / transforme tout élé- 
ment de la base de U’ en un élément dela base de U. 

Un objet (U, A, ¢) est dit universel si, pour tout objet (U’, A’, e') et tout homo- 
morphisme g : A’-> A il existe un f: U'— U et un seul tel que (f, g) soit un 
morphisme dans la catégorie C,. Pour une K-algèbre A donnée, il existe au 
plus un objet universel (U, A, €) à un tsomorphisme près; d’une façon précise, 
si l’on a deux objets universels pour A, on a un isomorphisme bien déterminé 
entre eux. 
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Proposition 1. — Pour toute algèbre A, il y a un objet universel dans la catégo- 
rie C,. Cet objet universel est un foncteur covariant de À. 
Ae et, < . : RAS, +, 
Démonstration. — On définira une algèbre différentielle graduée U ai U> 
n>0 


et un homomorphisme # : U-> À qui ont les propriétés suivantes : 
(i) Pour chaque no, U,=K(X,,), K-module libre ayant pour base un 
ensemble X,. 
te a ay ‘ EE WF — F3 ° 
(ii) On a une multiplication associative dans oy: U,, définie par le pro- 


n>0 


longement K-linéaire d'applications ensemblistes 


Cr tn 


[l’image de (æ;, æ;) étant notée x;.æ;] telles que 


(ANT) (M Lj) Cp Lie CF. dE) pour 2E€X;, 2j)EX;, EX. 


En particulier, U, = K(X, ) sera une algèbre associative. 
(iii) La restriction de e : U, + A à X, est une byection multiplicative de Xo 
sur A. 
(iv) Pour chaque n= 1, on a une application K-linéaire 
dd Un Una 


de manière que pour n —1, la restriction de d, à X, soit une bijection (ensem- 

bliste) de X, sur le noyau N, de <; et que pour n => 2, la restriction de d, à X, 

soit une bijection de X, sur le noyau N,_, de d,,. (On convient que d, = 0.) 
(v) On a la relation : 


(1.2) dis; (aj.2%;) = (d,x;).2; + (—1)'2;.(d; x;) 


pour 2;EX;, x;EX; (@ 0, 70), ce qui entraine par K-linéarité une rela- 
tion analogue lorsque x; E U;, «;€U;. Cette relation implique notamment que 
d, est U,-linéaire à gauche et à droite et, par suite, que les N, sont des U,-bimo- 
dules (pour No, cela tient à ce que < est un homomorphisme d’algèbres). 

La construction de Xo, la multiplication dans X, et la construction de l’homo- 
morphisme <¢: U,->A sont déjà indiquées. Les autres constructions se font 
proche en proche. Supposons qu'on ait déjà défini X,, ..., X,, les applications 
X;>< X;— X;,; pour i + j <n et les d; pour in, de façon que toutes les con- 
ditions énoncées ci-dessus soient satisfaites, en particulier (1.1) soit satisfaite 
pour 7-+j+4<n. On définit alors X,,, comme un ensemble en correspon- 
dance bijective avec le noyau N, de d,; la bijection X,,,—+N, se prolonge 
d’une seule manière en une application K-linéaire K(X,41) > N, qui, composée 
avec l’inclusion N,,-> U,, donne d,,1 : Uns, -> U,. Pour définir les applications 
X;>< X;—+ Xi; (pour 74-7 =n-+1) observons que 

(di a;). x; +(—1)'a,.(d;x;) EU, 
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est annulé par d,, à cause de (1 .2); c’est un élément de N,; l'élément corres- 
pondant-yeX,., sera, par définition, x;.a;. Il faut vérifier (1. 1) lorsque 
t+j+k=n-+t1. Calculons 


nat. dem) = (day) Lj. dpt (—i)r.(d;æ;).æi+(—1 Mia 2; (dia) 


(on a utilisé l’associativité, valable par hypothèse lorsque la somme des degrés 
est égale an). Un calcul analogue donne la même valeur pour de(s. (@ a), 
Ainsi (2;.a;).%, et ti.(æ;.æ,) ont même image par d,,,; puisque d,., est une 
bijection de X,,,, sur N,, il s’ensuit que (x;.x;).æ,—x;.(x;.æ4). 

On va montrer que (U, A, e) est l’objet universel de la catégorie C,. Soit 
(U’, A’, e) un autre objet de la catégorie €,, et soit g : A’ A un homomor- 
phisme d’algébres. Soit o la bijection réciproque de X, + A et soit s, la bijec- 
tion réciproque de d,,, : Xn4i>N, (mo). Soit X, la K-base homogène de 
U,(n=o), qui est donnée. Définissons une application bien déterminée 
fo : X,—+ X, par la relation f,— oge’; cette application se prolonge d’une seule 
manière en un homomorphisme dalgébres f, : U, + U,. Commeco = identité, 
on a ef,— ge. Supposons qu'on ait déjà défini des applications K-linéaires 
He: fatelles que £1 ,(u-u,)=fcu, )f(u,); u, eU, u-EeU,, 1+jZnet 
que d;f;=f__.d, pour tn. Définissons une application firs: X,., > Xavi 
par la relation f,,1= 5, frd,,, (noter que f,d,,, a valeurs dans N, parce que 
Anfnd,.,=Sfnr-1 4, d,,,=0). Cette application est définie dune façon unique, 


parce que s, est une bijection. On a 
Cn J n41 = Oca Side (2 PR ir Organ 


’ CRE _ . . AE M 
et fa se prolonge d’une seule manière en une application K-linéaire 


Fret 0 Une Una telle que dé f,.1—/,4,,,- Pour montrer que 
Sig Qu Uw) = fitui fj (47) pour i+jy=n-+1, 
il suffit de le montrer pour les éléments de base de U, et U;,. Or, pour x, €X,, 
æ,EX,,i+j—=n+i1, 
dis; fig (24 25) = fers dis (Li #5) 
fj a, ).r (ee (a 2,)) 
= (fis d; a). (fie) + (— 1) fits) (fr G2) 
= (di fix, ) (fix) + (— 1) (fie) (di f;æ;) 
= dis; [fil @% ) fi (2) |. 


Puisque d;,; est une bijection de X;,;sur Njj;-1, ona 


Le couple (/, g) est un morphisme (U’, A’, e’) > (U, A, ¢) de la catégorie 
@,, et l’unicité de f montre que (U, A, ¢) est l'objet universel cherché. La 
construction de f ci-dessus prouve le caractère fonctoriel de cet objet. 
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La catégorie C,. — Un objet de €, est encore un triple (U, A, €) comme ci- 
dessus, mais on ne se donne pas de K-base de U (on ne suppose pas méme que 
U soit K-libre); par contre, on se donne un relèvement multiplicatif 
c¢:A—>U, (tel que es — identité), et pour chaque entier m0, une ap plica- 
tion s, du noyau de d, (resp. du noyau de < sin — 0) dans Uns telle que dss Sn 
soit l'identité. Ceci implique donc que U est acyclique sur A. On définit d'une 
manière évidente un morphisme (/, g) de (U, A, e) dans (U’, A’, €): on. 
exige qu'il soit compatible avec a, o’, les s, et les s,. 

Un objet (U, A, ¢) est universel si, pour tout objet (U’, A’, «’) et tout homo- 
morphisme g : À + A’, il existe un f : U > U' et un seul, tel que ( f, g) soit un 
morphisme de la catégorie C,. (Attention : le sens de ce morphisme n'est pas 
le même que pour la catégorie €,). Étant donné A, il existe au plus un objet 
universel à un isomorphisme près. 


Proposition 2. — Pour toute algèbre A, il y a un objet universel (U, A, €) dans 
la catégorie C,. C’est un foncteur covariant de À. 


Démonstration. — On définira un objet (U, A, e) avec les propriétés suivantes : 

(i) U,=K(X,), où X, est un ensemble en correspondance multiplicative- 
ment bijective avec A et € : U, + À est l’homomorphisme d’algébres dont la 
restriction à X, est la bijection multiplicative de X, sur A; 


(ii) Un= D Vi@u---@u.Va 


(la somme étendue à toutes les suites d’entiers 7,, ..., %, 2X1 dont la somme 
est rn), où V,= Uy &x K(Y:) &x Uo, YA étant un ensemble en correspondance 
bijective avec le noyau N,_, de d,_, : U, 1 > Un_2; 

(ii) -le-produit U,.U,= U,@,, U,, ainsi U,U,c U,..4: 

(iv) pour chaque n= 1, d,: V,—U,_, est une application U,-linéaire à 
gauche et à droite de U,-bimodules dont la restriction a Y, est l'application 
bijective de Y, sur N,_,, et d, se prolonge en une application U,-linéaire a 
gauche et à droite d, : U, > U,_, par la relation : 


di(vi @. 5 vx) = div, ©. x Ori + (— 1)49, ® dvi ©. . vr, 


+... et (— Lye eae, D: s «Q Ani, 


où EV,,r=1,...,ketyt... tin; 

(v) s est la bijection réciproque de la bijection multiplicative X,—> A, donc 
multiplicative; et s, est la bijection N,>1><Y,,.><1 qui est la composée 
de la bijection réciproque de la bijection Y,,, + N, et la bijection canonique | 
Vies poire 1. 

Les constructions de U,, « et s sont déjà indiquées. Supposons qu'on ait déjà 
defini XV Soe Netiles applications U,-linéaires à gauche et a droite 
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dj: U;> U;_, pour tout in (on convient que d, — 0) de façon que toutes les 
conditions énoncées ci-dessus soient satisfaites et que la suite 


dn d 
U, + Us ON are US A — O0 


soit exacte. On définit alors Y,., comme un ensemble en correspondance bijec- 
tive avec le noyau N, de d,: U,—> U,_,. La bijection Y,,,— N, se prolonge 
d’une seule manière en une application K-linéaire K(Y,,,) >N,. Comme N, 
est un U,-bimodule, cette application se prolonge d’une manière évidente en 
une application U,-linéaire à gauche et à droite Up @x K(Ynis)@Qx Ur > Np qui, 
composée avec l'inclusion N, > U,, donne d,., : V,,, + U,. Cette application se 
prolonge en une application U,-linéaire à gauche et à droite dis. : Unis > Un 
de la manière déjà précisée pour l'indice n. Il est évident que d,,, applique 
Unis sur le noyau N, de d,, parce que l'application K(Y,1) > N, est surjective 
et U, posséde un élément unité. On a donc une suite exacte 


d UE 
S U 0e A = 0. 


dut y du y 
UE ? Gy Weg ile ake =U, 


I] faut montrer que cet objet (U, A, <) est l’objet universel de la catégorie €. 
Soit (U’, A’, <’) un autre objet de la catégorie €, avec 5’ et s, donnés. Soit g:A—> A‘ 
un homomorphisme d’algèbres. Définissons une application f, : X, > U”, par la 
relation /, =o’ ge. Comme €, g et o’ sont des applications multiplicatives, f, est 
une application multiplicative. On a ¢’ f,— e/5'ge = ge sur la K-base X, de U,. 
Cette application se prolonge K-linéairement en une appplication f : U, + U, 
telle que < fs —ge. Supposons qu'on ait déjà défini des applications 
K-linéaires /, : U,— U, pour pn telles que 


FED aude fol) 7. Jy Cay) (4 +...+%=p), 


Blaque:d, pad, mDéfinissonss fais : “Your U,,; par la, relation 
fans, fndnu (noter que /,d,,, est à valeurs dans le noyau de d,, parce 
que di fudnra = fui dndns1 = 0). Cette application est définie d’une façon 
unique, parce que s, est donné. Prolongeons /,., K-linéairement en une appli- 
cation fri : K(Yus) > U,., et prolongeons cette application au moyen de f, 


en fur © Vasa > U,,,,. Finalement définissons f,.. : Uns. U,,, par la formule 
na (ru Q + +B Py) = fi(vu) +++ Sin. %ix) (RASE EE +1, PE Vi). 


Pour vérifier la relation d,., fuyi = fadns sur les éléments de U,,:, on 
commence par Y,,,. Sur les éléments de Y,,1, 


I ’ LE 
dis Snot = Dro Sn Tn di — LS dy, 


n+1 Sr 


parce que d,s, == identité (donné). 
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Si yE Yu, (Oy Q1E Vass est un élément de la U£-base de V,,,. On a 


d'un fn @ y @ ly) = d'un (fol) Jn+3 (7) fo(u)) (wo, Uy E Uo) 
= fo(Uo) he aa net QU) fou); 
d',,, étant U(’-linéaire, 
= fo (Uo) (fn Anis 3) So( Uy 
= fn Anss (U0 © Y @ Uy); 


dus étant U£-linéaire. 


! 14 i 
On a prouvé que d., fisr=Sfrdner pour tous les éléments de V,,,. Pour 
terminer 


dir În+1 (Pu © = ® Pa) 
= di; PACA) M Ja (Pn)] is Fi (Pu) + fg (vs) we Six (Pix) 
+ (—1)4 fie) di, fig (Pq) «+ + Sig Pm) ++ (tt tH ff, (en) 2 du Sn (Pn) 
= fi, —1(4y 0h) «+» Fin Vin) + (= 1)8 fa, (eu) Sg—1 (Ei. Pin) + +» fa(Pn) He: 
; he Cr RE (Vig) > sell tg Crete) 
= fr[di, ¥i,®---®B Pi, + (— nie, @ dv, @---®B en Hee + (— 1h tip, @...@ diva] 
Beha ges (UR GO 2 00 VE Vi, (+. .+ un +1). 


Le couple (/, g) est un morphisme (U, A, <)> (U’, A’, e’) de la catégorie €, 
et l’unicité de f montre que (U, A, <) est l’objet universel de la catégorie C:. 
La construction de f ci-dessus montre que (U, A, <) est un foncteur covariant 
de A. COL: De 


Pour faire la distinction, soit (0, A, e) l’objet universel de la catégorie €, et 
soit (6, A, :) l’objet universel de la catégorie C,, pour une algèbre A donnée. 
Observons que Ü est un objet de la catégorie €, ; car o et s, sont définis dans la 
construction de U de la façon exigée. D’autre part, Ü est un objet de la caté- 
gorie C,, car 0 est K-libre, la K-base de U, étant X, et la K-base X, de U, étant 
la réunion des produits 


Mg oo Xn be Ng aC So tue Dn 4 Ne, Oe Dh 


tels que 1, +...+i,—n; et le produit d’un élément de X, et d’un élément 
de X, est un élément de X,.,. 

D'après la propriété universelle de U dans @,, U s’envoie dans Ü. D'après la 
propriété universelle de U dans @,, U s’envoie encore dans U. D'après l’unicité 


du morphisme, on obtient la même application Ü + Ü dans les deux cas. 


Définition. — Un système (U, A, €) est dit fortement libre s’il existe une 
K-base homogène de U, contenant 1, telle que le produit de deux éléments de 
base soit un élément de base. Un systéme (U, A, e) est dit fortement acyclique 
sic, : H,(U) + A est un isomorphisme et s’il existe un relèvement multipli- 
catif 5 : À + U de e (tel que <a = identité). 6 


3 COHOMOLOGIE DES ALGÈBRES ASSOCIATIVES. WT 

Les objets de la catégorie €, sont fortement libres; et les objets de la 
catégorie €, sont fortement acycliques. D’après ce qui précède, si (U, A, ¢) est 
fortement libre, il existe un homomorphisme U — U (qui dépend du choix de 


la K-base de U); deux tels homomorphismes sont homotopes au sens des 
K-modules différentiels gradués, d’après un résultat classique. Si (U, A, <) est 


fortement acyclique, il existe un homomorphisme U — U qui dépend du choix 
de c et des s, dans (U, À, €); deux tels homomorphismes sont homotopes au 
sens des K-modules. 


2. LA COHOMOLOGIE D'UNE ALGÈBRE. 


Si (U, A, ¢) est un système fortement libre (dans le sens de la derniére 
section) et U est un complexe acyclique sur A, on dit que U est une résolution 
fortement libre et acyclique de A. Si (U, A, €) est un système fortement 
acyclique et U est projectif comme K-module, on dit que U est une résolu- 
tion K-projective et fortement acyclique de A. 


TuéorÈme 2. — Sout M un A-bimodule. Sout U une résolution fortement libre et 
acyclique de A, ou bien une résolution K-projective et fortement acyclique de A; 
alors 

I (Homw(G(U), M)) 


ne dépend pas du choix de la résolution U. D'une façon précise, si l’on a deux 
telles résolutions U et U’, on a un isomorphisme bien déterminé de 


H*(Homw(G(U), M)) sur H*(Homwe(@(U'), M)). 


Démonstration. — C'est vrai si U= Ü et U’=U, parce que U s’envoie dans U 
. et définit un isomorphisme H, (Ë) > H,(Ü) ; ainsi toutes les conditions du 
théorème 1, chapitre I sont satisfaites, et l’on a l'isomorphisme des groupes 


de cohomologie. | 
Si U est fortement libre et acyclique, on a un homomorphisme d’algèbres 


différentielles graduées U — Ü; deux tels homomophismes sont homotopes au 
sens des K-modules différentiels gradués. Cet homomorphisme donne un 


homomorphisme @(U) > @(U) qui induit un homomorphisme 

Homy.(@(0), M) Homw(@(U), M); 
deux tels homomorphismes étant homotopes. On obtient un homomorphisme 
| H*(Homg.(@( 0), M)) > H*(Homy-(@(U), M)) 


qui est indépendant du choix de U > U, et qui est un isomorphisme parce 
que H,(U) > H, (Ü) est un isomorphisme. 
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Si U est K-projectif et fortement acyclique, on envoie U dans U et l'on raisonne 
de méme. cr GOURD? 
Derinirion. — Soit A une K-algèbre et soit M un A-bimodule. Soit (U, À, €) une 


résolution fortement libre et acyclique de À, ou bien une résolution K-projective et 
fortement acyclique de À. On appelle W(Hom,.(&(U), M)) le groupe de 
cohomologie de À à coefficients dans le A-bimodule M et on le note H*(A, M). 

Si A est projectif comme K-module, on peut prendre U— A et la cohomologie 
définie ci-dessus coïncide avec la cohomologie de Hochschild. On verra plus 
tard la relation entre la cohomologie d’une algèbre d’après Hochschild et la. 
cohomologie définie ici. 

Si 
o> M'’+>M-+>M’"->o 


est une suite exacte de A-bimodules, la suite de complexes 


o —> Homy.(@(U), M') > Homy-((U), M) + Homye(@(U), M") +0 


est exacte, parce que Homy.(@(U), ) est un foncteur exact de U‘-modules; 
on en déduit d’une façon classique une suite exacte de groupes de cohomologie 


+ H(A, M") H"(A, M') > H(A, M) > H(A, M") > H(A, M') >...; 


| H"(A, M)} est ainsi un foncteur 0-cohomologique au sens de Grothendieck [5]. 
L’homomorphisme < : U > A induit une augmentation n : G(U) > A donnée 


par 
(Uy Q Uy) = (Eu) (Eu) (wo, & EU); 


71 (ig QO. AL PRE PS (wEU etnX1). 

Soit 
B(U) = À Qu B(U) Qua 

et soit n : @(U) > A une augmentation donnée par : 


N(A@pe)=Ap (A, EA); 
1(A@ u1@--- BW Un®@ 4) = 0 (wmEU;:), peAetnd 1). 


@(U) est un A-bimodule différentiel gradué. On a un isomorphisme canonique 
Homye(@(U), M) & Homy.(@(U), M) 
et l’on en déduit que 
H*(A, M) = 1H (Homs(@(U), M). 


On écrit ALu,|...| Up] pour l'élément Qu Q...QuQ LE G(U); en 


particulier, Lu |... |u,] signifie l'élément : Qu, @...QuiQriet[ Jsignifie 
l'élément 1@1. La graduation dans @(U) est donnée par : 


deg[w:|...| U]=n +) deg u; (HEU, n 0). 
. i=1 


pn COHOMOLOGIE DES ALGEBRES ASSOCIATIVES. 179 
La différentielle dans @(U) est 0 — 9,—+ 0,, où 0, et 0, sont données | d’après 
les formules (1.1) et (1.2), chap. I] par 


[12 


(2.1) dure def > (1) email du 40 Up ly 
C222) «Os [ri |. Jet) (glen. | Up 
n—1 
+) (1)? [ey ui ul (— 1) [us| .. lulu), 


tad 


Ober ues) a, leu) 0. ) 
Lorsque l’anneau de base K est un anneau principal (par exemple K = Z, 
l'anneau des entiers naturels), on a un théorème plus complet que le théorème 2. 


Tatorime 3. — Sout K un anneau principal et soit M un A-bimodule. Soit (U, A, 2) 
une résolution libre et acyclique de A; alors 


H* (A, M) © H*(Homw(@(U), M)). 


Ce théorème est une conséquence des propositions 3 et 4 données ci-dessous. 


Proposition 3. — Sz À possède une résolution libre et fortement acyclique (V, À, <') 
telle que V,= 0 pour n >1, alors, pour toute résolution libre et acyclique (U, A, ¢) 
on a un tsomorphisme bien déterminé : 


H*(A, M) > H*(Homy.(@(U), M)). 


Démonstration. — On définit f, : U, > Vo par le prolongement K-linéaire de 
l'application (ensembliste) /, : X, ~ A donnée par /, = az, où X, est une K-base 
de U, et o est le relèvement multiplicatif de A dans V,. On sait que /, est un 
homomorphisme d’algèbres tel que <’/,=<. Soit d la différentielle de U et 
soit 0 la différentielle de V. On définit un homomorphisme de K-modules 
fa: UV, en prolongeant K-linéairement l'application (ensembliste) f,:X; Vi 
donnée par /,—0,'fd,, où X, est une K-base de U, (noter que 0, est un 
monomorphisme et que f,d, € Ker e’ puisque ¢' /,d, — ¢ d, — 0). Comme V,—o 
pour » >1, on définit /,— o pour n >t. On vérifie sans peine que 


Jfiuow) = fo(uo) fi), Jituu) = fit) fo (uo) (4 EU, , u EU); 
fau) =0= fil) fila) (me Un EU i+j> 1). 


On a ainsi un homomorphisme d’algèbres différentielles graduées f : U > V tel 
que </ f—:; deux tels homomorphismes sont homotopes au sens des K-modules 
différentiels gradués. Ceci définit un homomorphisme 


o: H*(Homy.(@(V), M)) + 1 (Homw(@(U), M)) 
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indépendant du choix de l’homomorphisme f : U-> V (même raisonnement que 

dans le théorème 2). Puisque / induit un isomorphisme H,(U) > H,(V), 9 est 

un isomorphisme, d’après le théorème 1 (chap. I, § 2). Finalement, _ 
H*(Homy.(@(V), M)) = H*(A, M) : 


parce que (V, A, <) est une résolution libre et fortement acyclique de A. Ceci 
achéve la démonstration. 


Proposition 4. — Si K est un anneau principal, A possède une résolution libre et 
fortement acyclique (V, A, ¢') telle que V,=0 pourn >t. 


Démonstration. — Soit V, =K(A), et e’: V,-> A l’homomorphisme d’algèbres 
dont la restriction à A est l’application identique. Soit V,—Kere’; V, est 
un K-module libre, puisque K est un anneau principal. On a ainsi une suite 
exacte de K-modules : 


7] er 
pe Vi > Veg 7 A > O, 


où 0, est l'injection canonique de V, dans V,. Comme V, est un idéal de Vo, 
on définit 

uv = 0;'[u(d,e)], vu — 05" [(dv)w], CR 104 
où wEV, et », eV. Soit V—V,@ V;,; alors (V, A, <’) est une résolution libre , 
et fortement acyclique de A telle que V,—o, pour n > 1. Cette résolution a 
déjà été considérée par Mac Lane [ 4, § 14]. 

Lorsque K = Z, on peut prendre U = V (cf. Mac Lane | 4, § 11, p. 340]). Le 
complexe (@(U), 4) coïncide avec le complexe (@(V(A)), 4) de Mac Lane et 
les formules (2.1) et (2.2) coincident avec les formules données par Mac Lane 
[4, p. 323]. La cohomologie d’un anneau est donc un cas particulier de la 
cohomologie d’une algébre. 


3. CHANGEMENT DE L’ANNEAU DE BASE. 


Soit 9:K + K’ un homomorphisme d’anneaux commutatifs et soit A une 
K-algèbre. Soit A’=K’'@, A qui est une K/-algèbre avec la multiplication 
donnée par la relation : | 

(4 @ Ar) (Ay @ de) = Kh, @ Arde (Mk, EK’, Ay, LE A) 


et les relations de distributivité. On a un homomorphisme canonique 
d'anneaux Y:A —> A’ donné par À + 1@ 2, tel que Y(kA) = (hk) U(A); KEK, 
AGA. Soit M un A'-bimodule; alors ’homomorphisme J induit sur M une 
structure de A-bimodule. 

Soit (U, A, ¢) l'objet universel de la catégorie €, pour la K-algébre A. 
Soit (U’, A’, 2’) l’objet universel d’une catégorie analogue € pour la K'-algèbre A’, 
Considérons la K'-algèbre U"= K'@, U avec I’homomorphisme de K'-algèbres 
€": U"— A’ donné par e"(k’@u) =k’ @ (eu); k'EK!, ueU. Il est évident que 
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la K’- areas U" est fortement libre, puisque la K-algèbre U est fortement libre. 
On a done (par la propriété universelle de U’ dans la catégorie €) un homo- 
morphisme B:U”U'. En composant B avec Uomntan ephicne canonique 
d’anneaux «: ae donné par u>+1@u, wéU, on obtient un homomorphisme 


d'anneaux y:U-> U! avec y(kw) = 9(h) y(u); KEK, uEU. On exprime cette 
situation par : diagramme commutatif : 


A Cet 
(3.1) ae 
eT 


On peut définir y directement aussi en utilisant les homomorphismes + 
et Ÿ. En fait, on peut définir y même si A’ est une K/-algébre quelconque 
et b:A-> A’ est un homomorphisme d’anneaux cheb avec l’homomor- 
phisme donné 9:K > K’ [c’est-à-dire b(kA)=o(k) UA), KEK, AEA]. La 
construction de y est bien évidente après la construction de U et f dans la propo- 
sition 4 ($ 1). On voit facilement que dans le cas A'— K'@, A, cet homomor- 
phisme coincide avec l’homomorphisme $« défini plus haut. 

Le diagramme commutatif (3.1) induit un diagramme commutatif 


Homy@,, u« (03'(U'), M) se 


x 
aS 
Hom (8, M) \ Hom (7, M) 
Le 
ae 
Ÿ NX 
Homy, ! Q@y ure (03'(U"), M ) fom aay Homu@,u(B (U), M ) 


où 1 CU ) et @’(U") sont les complexes des K’-algébres U’ et U"” analogues au 
complexe @(U) de la K-algébre U. On observe que : 


U" Qr: U! = (K’ @x U) Sx (K’ @x U) SK’ &x(U Sx U), 
et que 
U" x. U"*= (K! @x U) Ou (K!@ U)*= (K' @x U) Ox (K'@ U*) & K’ @x(U @U'); 
et de même, on prouve par récurrence sur n que 
B'(U").= K'Gx BU). 
Alors Hom (a, M) est un isomorphisme. En passant à la cohomologie, on obtient 


le diagramme commutatif : 
HA, M): 


H*(Homw gx ux(@'(U"), M)) > H"(A, M) 


où & est un isomorphisme canonique. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 2. 23 
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Proposition 5. — St K’ est K-plat, Y est un isomorphisme. 

En effet, l’objet (U", A’, <”) est acyclique, puisque (U, A, €) est acyclique. 
Ainsi l’objet (U", A’, 2”) est fortement libre et acyclique, et d’après le théoréme 2, 


8 est un isomorphisme. CO. sD, 
CHAPITRE III. 


4. Cazcuis pe H° er H?. 


Soit A une K-algébre et soit M un A-bimodule. Soit (U, A, ¢) l’objet universel 
de la catégorie €, (chap. I, § 1). Dans la suite on utilisera toujours cet objet pour 
calculer les groupes de cohomologie H”(A, M). Il sera commode d’identifier X, 
avec A et X, avec le noyau N,_1 de d,_,. On écrit U,—=K(A)'et U,= K(Np-1)- 
L'élément de X, qui correspond à l’élément À de A s'écrit (A), l'élément 
de X, qui correspond à l'élément nEN, s'écrit (n), etc. On a e(A)=A, 
d,(n) =n, etc. Un élément n de N, est de la forme SAO), avec DEN 0, 


où A;EA; un élément n’ de N, est de la forme SE), avec > kaj os 
j j 


où n;EN,; etc. 
On a prouvé que 


H*(A, M) = He Hom, (U”, M) } 


n a 
où U7 =U QG ... &xU (7 facteurs). La différentielle à est définie par la rela- 
tion f= fo, fe ŸHom,(U”, M), où ?— 9,+ 0,, et 0,, 0, sont donnés sur les 
éléments de U"(n == 0) par les formules (2.1) et (2.2) du chapitre II. 
Précisons les n-cochaines pour n= 0, 1, 2, 3 et 4: 
1. Une o-cochaine est un élément de M (par définition); 
2. Une 1-cochaine est une application K-linéaire, 
U,.—M. 
Comme U, est K-libre, cette application est bien déterminée par sa restriction 
à A. Ainsi une t-cochaine est bien déterminée par une application (ensembliste) 
AM. 


La structure de K-module de l'ensemble des r-cochaines est définie par la struc- 
ture de K-module de M. 
5. Une 2-cochaine est la somme de deux applications K-linéaires : 
U, @x Ur M, 
U, = M. 
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Us@x Uo et U, étant K-libres, une 2-cochaine est bien déterminée par deux 
applications (ensemblistes) 
A X A> M, 
N, M. 


De la même façon, on voit que : 


4. Une 3-cochaine est bien déterminée par quatre applications (ensemblistes) 


AxA>x AM, 
AXN,-M, 
Nox A = M, 

N, M. 


5. Une 4-cochaine est bien déterminée par huit applications (ensemblistes) 


AXAXAXA—M, 
AXAXN M, 

A XN*<x A>M, 
N,XAxXA—M, 
AXN, M, 

Nix A—M, 

N, XN, M, 

N;, + M. 


- Le produit de deux éléments de la K-base de U étant un élément de base, les 
formules (2.1) et (2.2) du chapitre II restent valables même si les w; sont des 
éléments de la K-base de U. 

On va calculer H°(A, M) et H*(A, M). 
Soit f—meM une o-cochaine. Alors ¢f est une 1-cochaine qui est bien 
déterminée par sa restriction A -> M à la K-base A de Uy. On a par (II, 2.2) 


Of(A) =Am — mi pour tout AEA. 


Donc f — m est un 1-cocycle, si et seulement si 


Am — mi=o pour tout AEA. 


Le o-cobord étant nul (par définition), on voit que H°(A, M) est isomorphe au 
sous-K-module des mEM tels que Am—=maA rour tout AEA. Ainsi H°(A, M) 
coincide avec le o-groupe de cohomologie de A défini par Hochschild. 

Soit, maintenant, f une 1-cochaine. Alors ¢f est une 2-cochaine qui est bien 
déterminée par deux applications (ensemblistes) AXA—MetN;—M. On a 
par (Il, 2.1) et (IL, 2.2) 


Of (Aa, he) = Arf (2) — FM Ae) + f (At) Aas 
df(n)=—fd(n)=— ki f(r) 


£ 
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OÙ Ay, Ao, AEA, n= Dk (A)ENo tel que DV khi=0 | noter que f est une 


application K-linéaire et donc f( DAC) =, (di) | Soit 9 : A>M la 


restriction de fa A. 
Alors f est un 1-cocycle si et seulement si : 


(i) o(A Ao) = À 9 (Ae) + (A) do 
(ii) DATETEDATIOENS 


l i 


La dernière condition (ii) implique que + est une application K-linéaire de A 
dans M. Ainsi (i) et (ii) impliquent que l'application 9 : A > M est un « homo- 
morphisme croisé » de K-modules (ou une dérivation). De plus, fest 1-cobord, 
si f— Ôg où g = meEM est une o-chaine. En ce cas : 


o(A) =f (A) = Ôg(À) = À m— mÀ pour tout AEA 


et o est un « homomorphisme principal » (ou une dérivation intérieure). On a 
donc montré que H‘(A, M) est isomorphe au K-module des K-homomorphismes 
croisés de A dans M, divisé par le sous-module des K-homomorphismes princi- 
paux. On voit encore que H'(A, M) coincide avec le 1-groupe de cohomologie 
de A défini par Hochschild. 


2. INTERPRETATION DE H?. 


Soit 8: EA un homomorphisme surjectif de K-algèbres. Soit M le noyau 
de $ et supposons que M soit tel que le produit de deux éléments quelconques 
de M soit zéro (on écrit M?=o). M a alors la structure d’un A-bimodule; 
pour une application quelconque p : À + E telle que Go — identité, cette struc- 
ture de A-bimodule est définie sans ambiguïté par les relations 


Am=(pdA)m et mh=m(pd) (meEM, AEA). 


En ce cas, on dit que (E, B) est une extension spéciale de A avec noyau M. Deux 
extensions spéciales (E, 8 et (K’, 3’) de A avec noyau M sont équivalentes 
s'il existe un homomorphisme d’algèbres ¢ tel que le diagramme 


E 
4 NB 
M: 9 MA 


Ta dr 
Np! 


soit commutatif; « eta’ sont les inclusions. L’homomorphisme + est nécessaire- 
ment un isomorphisme. 

Pour un A-bimodule M donné, on va interpréter H?(A, M) par les extensions 
spéciales de À avec noyau isomorphe à M. 
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Soit f une 2-cochaine. Alors of est une 3-cochaine qui est bien déterminée 
par quatre applications (ensemblistes) de AXAXA, AXN,, N<AetN, 
dans M. On a par (II, 2.1), (II, 2.2): 


Of (AG, AS ADP, An) = (M, As) EU: ls) — JO da) Ass 
af (A, n) =Af(n) — fn) + PASO, à), 
Of(n, 2) =f (nd) —f(n)d Bis à), 
Vo St 
OU Gey) Aas. Asy Ace AY n= D(A) ENo avec MEAs et n' = SK (nj) EN, 
i i 7] 


avec a — No et SET O. 


Soient y,: Ax A—>M et y; : Ny M les restrictions de fa A><A et No. 
Alors fest un 2-cocycle si et seulement siy, ety, satisfont aux relations suivantes : 


(2.1) Were da Yaa Ae, Aa): Ae Yu Any ee (Aan Aa) Ag =O, 
(2.2) Dy here, i) = yon) — Dyan), 
(2.3) Dd kets, 2) = yard) = ye(n) à 
(2.4) | D kyn(n;)=0 
j 


pour Ay, As, As, M EA,n,n;EN,, &;, KEK tels que 
SAk=o et dE, Nj— 0. 
i Î 


Pour un 2-cocycle f donné, définissons une structure de K-algèbre sur l’en- 
semble E, des couples (m, À), mEM, AEA par les relations : 


(2.5) k(m, À) = (ki ye (A, À), KA), 
\ (2.6) (my, À) (ms, Ao) = (My + Ma+ Ya, Ae), M + Ae), 
(2.7) (ma, Ay) (ma, he) = (mm hat Ams — yi (Aa, À), Mb), 


où m; mi, mz, EM, À, Ar, LEA, KEK et où l'on écrit (4, À) pour k(A) — (kA) 
et (Au, As) pour (Ay) + (Aa) — at Aa). 


Après que l’on a prouvé l’associativité de l’addition définie ci-dessus, on peut 
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prouver par récurrence que 1s) relations (2.5) et (2.6) sont See à une 


seule relation : 
(2.8) Skins 0 iy kimi+ Y2(n), à hits ; 
où PE (A; ee m EM, \EA, kek. 


Pour vérifier que E, a une structure de K-algèbre, il faut vérifier les relations 
suivantes : 


i Bt Vay os 

2: (æ+y)+3=x+(y +5); 
3 ay +s) = xry+ 22; 

h. (2+ y)5=2#5+Y5; 

5. (wy) s=2(y5); 

6. (ka) y =k(xy); 

7. a(ky)=k(ay); 

8. ky (ky) = (hike) 2; 

9. K(æ+y)=kx+xy; 
10. (H+k)z=khx+kæx, 


où x, y, sEH;; 4, ky, ko EK. 

Soient 7 = (my, Ai), Y= (Ma, Aa), 3= (Ms, Az). La relation z+y=y+x 
est bien évidente. Les autres relations sont vérifiées l’une après l’autre, en vertu 
des relations (2.1)-(2.4). Par exemple la relation (2+ y)+ s=a2+(y+3) 
est vraie si 


y2((A1) + (As) — (+ As) + (hi + de) + (3) — (Mi + + As)) 
= Ye((h) + (+ As) — (Arb Ae As) + 2 ((A2) + (As) — (+ As)) 


qui est'une conséquence de. (2.4) avec #, =1=k,, k, =—1=K., 


Ny= (A) + (As) a (Ai + À), to = (li + À) Len ms (As) == (Ai + As + As), 
M3= (Ar) + (Ag+ As) — (Ar + nee A;) et y= (Az) + (As) — (Anz + As)3 


noter que n;EN, et Din). 
j=1 
Vérifions quelques autres relations, par exemple (3), (5) et (6) pour montrer 
comment (2.1)-(2.4) interviennent. On a 


&(y + 3) = (my, M) (Mg++ Mm3+ Y2(Ag, Az), Av As) 
= (mt Ag Ma Ag+ Aggy Ags + ArY2(A2, As) — y1(Aa, Ast Aa), Me Ay As) 
et ; 
LY + LE == (My hy+ Aymy— Ya (Aa, Ag), Ardy) 
+ (my Ags Arms — Ya, As), Ar As) 
= (my hy My Ag+ Ay My + Ayms — v1 (Aa, De) — ¥1 (Aa, As) 
+ Ye (de, Ms) Mit Ag As). 
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Les deux sont égaux si 
M y2 (As, As) 1a (Aa, As À3) — — V1 (A, À) — V4 (Aa, As) + Yo (At hoy À As) 


qui est une conséquence de (2.2) [noter que Cha) (Rape) == Qi AS). 
On voit directement que la relation (wy)s = xyz) est une conséquence de (2, 1 
Vérifions (Æx)y —#(xy). Ona 


(Ax) y = (Kmi+ ÿ:(k, À}, KA) (mo, À) 
= (Am k + klim:+ yo(k, M) Ao — YA, À), Ah) 
et 
k(zy)=k(midl+ lim — (Aa, Ae), M) 
= (ky ha + Ki me — Kya(, ko) + Ya(k, M), kid), 


Les deux sont égaux si 
vo(k, À) Ag — yi(kAy, À) SS ky (a, À) = vo(k, Ay Ag) 


qui est une conséquence de (2.3) [noter que (4, Ay) (As) =(h, A, As) ]. De cette 
façon on peut vérifier toutes les autres relations. On voit que l’élément (0, 0) 
est l'élément zéro de Hy, et l'élément (y,(1, 1), 1) est l’élément unité de E, 
(car (A, 1) =Ay(1, 1) et y(t, A) = Yi x, 1)A, AEA grâce a (2.1)). Les 
homomorphismes « : M > E; et 8: E; > A donnés par am=(m, 0) et B(m, A)=h, 
montrent que (E,, 3) est une extension spéciale de A avec un noyau isomorphe 
à M. (Observons que cette extension induit sur le noyau la structure de A-bimo- ~ 
dule donnée sur M, car (™m,, Ay) (m,0)=(Aim, 0) et (Ms, 0) (My, A, )= (My Ay, 0)). 

On a montré qu'à chaque 2-cocycle f correspond une extension spéciale(E,, 6), 
De plus, deux 2-cocycles cohomologues donnent deux extensions équivalentes. 
En effet, soit /’= f+ èg, où g est une 1-cochaine. Soit (E,, 8’) l'extension qui 
correspond à f’. Soit V: A>M la restriction de g à A. Alors l’application 
o:E;—E, définie par o(m, À) =(m-+U(A), À), meM, AEA, est l’isomor- 
. phisme nécessaire pour montrer que (Ey, 3) et (Ep, 8’) sont équivalents. On a 


(> k; (mi, 1) = (Same (2), Dar) 
= (Same nn + (Dr) Dan) 


et 


DATA À) = DATCE: DA), À) 
= (x kim: + D Lip (A) + y: (2), Din), 


oun = EC) —»> het y, : No > Mest la restriction de f” à No. 
PRE t 
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On veut prouver que 


Pas 1020) DITES AC) 


mais cela résulte du fait que 


72 (2) — Yo(n) = Ôg(n) 
—=— gd,(n) 


= D) kig (ht) + eZ xx) 
YTIUE (> kin) 


De méme 
o[ (m4, À) (ms, Av) ] = 9 (Mg Ae Ay te — Ya (Aa, Ad), M) 
= (my det Arms — Yi (Ar, Ae) + Y (Ar Ae), As Az) 
et 
@ (m4, Ar) (ms, As) = (nu + (M), M) (Mat Y (Aa), Az) 
LES Cae hate + Wa) et gb A Sly AAD) 


où y,: A> A -> Mest la restriction de /’ à A >< A. On veut prouver que 
lies Yi (Aa; hs) - VA, de) paca (Ay) eee Arb (As) = *; (A, ho), 


mais cela résulte du fait que 


Ya (Ar, Ae) — ya (Ary Av) = (M @ Az) 
= MY (Ag) — (Ag Ae) + (Ad) Ae. 


Il est facile de voir que © est injectif et surjectif et applique l’élément unité 
de Ky sur l’élément unité de Ep. 

Inversement, soit $:E > A une extension spéciale de A ayant pour noyau le 
A-module M. Soit ¢: A -> E une application (ensembliste) telle que Be — identité, 
et que p(0) =0, p(1)=1. 

Définissons deux applications (ensemblistes) y,:A >< À + M et y,:N,->M 
par les relations 


1 (Ar, Ae) = ph) — p(h)p(X), 
V2 (2) >. kyo (Ai), 


i 


où Ray Aas WEA, 2 = Dki( Ai) EAN, ( avec Shih; = 3; 
i i 


On vérifie facilement que y, et y, satisfont aux relations (2. 1)-(2.4) et done 
définissent un 2-cocycle. ; 
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On a établi le 
THÉORÈME 4. — Soit A une K-algèbre et soit M un A-bimodule. Alors il existe 

une correspondance bijective naturelle entre le K-module de cohomologic 


HA, M) et l'ensemble des classes d'équivalence d'extensions spéciales de À avec 
noyau M qui induisent sur M la structure donnée de A-bimodule. 


On peut même définir directement une structure de K-module sur l’ensemble 
des classes d'équivalence des extensions spéciales et montrer que ce K-module 
est isomorphe au K-module H?(A, M) (cf. Hochschild [2}). 


1 


3. COMPARAISON DES DEUX COHOMOLOGIES ET DE Ext. 


On est maintenant en mesure de comparer les trois modules de cohomologie 
d’une K-algèbre A à coefficients dans un A-bimodule M; 


(1) les K-modules de cohomologie définis par Hochschild, c’est-à-dire en 
utilisant le complexe standard [1, IX, 6] même dans le cas où A n’est pas 
K-projective ; on les notera Hoch”(A, M); 

(11) les K-modules Exti.(A, M) définis dans [1]; et 

(ii) les K-modules de cohomologie d’une algèbre définis ici; on les notera 
H”(A, M). 

Soit (@(U), 4) le complexe sur A construit au chapitre II (§ 2), où (U, A, €) 
est l’objet universel de la catégorie €, défini au chapitre II ($1). @(U) est un 
A°-module libre. Soit (R, <’) une résolution projective (et acyclique) du A‘-mo- 
dule A. Alors il existe un A*-homomorphisme 7: @(U) -> R tel que le diagramme 


@(U) SEA 
LA {ia 
R—> A 


soit commutatif. Deux tels homomorphismes sont homotopes. On a donc un 
homomorphisme bien déterminé 


WV: Extke(A, M) > H(A, M) (nS 0); 
 Ÿ commute avec les « connecting homomorphismes », car si 
o> M’->M—>M">o0 
est une suite exacte de A-bimodules, le diagramme suivant est OUR : 
o—> Homye(R, M’) —> Homy,-(R, M) — Hom,.(R, M”) +0 
0 -> Hom,-(@(U), M‘) Hom,-(@(U), M)->Homx(@(U), M") 0, 


les lignes horizontales étant exactes. 
+ Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fase. 2. 24 
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Soit (@(A), 7") le complexe standard sur A défini dans [1, IX, 6]. Ce com- 
plexe coincide avec le complexe @(U) défini dans le chapitre I (§ 1) lorsque 
U =A (d étant nul sur A). @(A) est un complexe acyclique sur le A°-module A, 
mais pas nécessairement A’-projectif (parce que A n’est pas supposé K-projectif). 
Alors il existe un A‘-homomorphisme x:R > @(A), tel que le diagramme 


REA 
x {id 
@(A)—>A 


soit commutatif. Deux tels homomorphismes sont homotopes. On a done un 
homomorphisme bien déterminé 


9:Hoch”(A, M) > ExtXe(A, M) (n > 0). 
On a ainsi deux homomorphismes 
Hoch(.A, M)-$ Ext%.(A, M)-SH"(A,M) (n%o). 


L’homomorphisme vg : Hoch*(A, M) + H"(A, M) (nS 0) est naturel et l’on 
peut l'obtenir directement aussi. En effet, l'application naturelle @(U) > @(A) 
induit un A’-homomorphisme +:@(U) > @(A) qui rend le diagramme suivant 
commutatif : 

&(U) 4A 


et le K-homomorphisme Hom,.( @(A), M) + Hom,.(@(U), M) déduit de + est 
celui qui définit yo. 

On sait, d’après les calculs du paragraphe 1, que ® et Ÿ sont des isomor- 
phismes pour n=o et 1. On va montrer que pour n = 2, © et Ÿ sont des mono- 
morphismes. 


Démonstration du fait que Ÿ est un monomorphisme. — Soit 
o+>+M>I>N-s0 
une suite exacte de A‘-modules, où I est A‘-injectif, Comme {H"(A,  }} et 


Exti.(A,  )}sont des 9-foncteurs et Ÿ est un homomorphisme qui commute 
avec les « connecting homomorphismes », on a le diagramme commutatif 


Le es dec RIRE A tie ETES I) > Ext%.(A, N) + Ext?#* (A, M) >..., 
Ÿ + 
+ Het (A, N)—> H(A, M)—> H(A, 1) —>H"(A, N) —> H(A, M) +... 


ou les suites horizontales sont exactes. On sait que Ext,.(A, I)=o et 
Ext'(A, )ŒH'(A,  ). On a donc le diagramme commutatif 


6—> Ext{(A, N) > Ext2:(A, M)+ 0 
iso YY) 
o —> H(A, _N) > H2(A, M), 
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où les suites horizontales sont exactes. Comme H'(A, N)—H?(A, M) est un 
monomorphisme, on voit tout de suite que 


V:Ext? (A, M) H?(A, M) 


est un monomorphisme. Montrons par un exemple que ce monomorphisme 
n’est pas nécessairement un isomorphisme. 


Exemple. — Soit K=Z, l'anneau des entiers. Soit M=Z,—=Z/2Z et soit 
A =Z, aussi. On observe que A°=Z,@,Z,~Z, et done Ext,.(A, M)— 0; 
mais H*(A, M)=0, parce qu'il existe une extension non triviale (Z,, 8) de 
A =Z, avec noyau M = Z, donnée par la suite exacte 


CAO peas 
0>Z,>7Z,> 7: — 0, 


où 
ain) = sans (ol) o eri) BB) =, 


(o et 1 sont les deux éléments de Z, et 0, 1, 2, 3 sont les quatre éléments de 
Z,). M=Z, est isomorphe comme A-module au noyau de 8 qui est un homo- 
morphisme surjectif d’algébres. Le produit de deux éléments du noyau de 8 est 
Pere 76.2 =>3,0 = 0.01 2.2 = 0, 


Démonstration du fait que 9 est un monomorphisme. — Montrons maintenant 
que Lo: Hoch? (A, M) H?(A, M) est un monomorphisme, ce qui impliquera que 
o:Hoch?(A, M) > Exti.(A, M) 


est un monomorphisme. Pour le démontrer on utilise le A‘-homomorphisme 


| 7: @(U) > B(A) 
et le K-homomorphisme 
 Homae(@(A), M) > Homae(@ (U), M) 
déduit de +. Il suffit de démontrer que si l’image d’une 2-cochaîne / du complexe 


Hom,.(@(A), M) dans le complexe Hom,.(@(U), M) est un cobord, alors f est 
un cobord. 


L’image de f dans le complexe Hom,.(@(U), M) ay Hom(U”, M) est une 
2-cochaine f’ qui est bien déterminée par deux applications (ensemblistes ) 


vc Ark ASM 
No M. 


Il est bien évident que y; — 0. Alors f” est un cobord si et seulement s’il existe 
une application (ensembliste) g:A — M telle que 


Bg (Ary Av) = (hu, Av) = Lg(k) = 8 (Aids) + 8 (Ar) de 
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et 


oun=>, ki(A;) avec à bo, di, Ag, MEÀ, & EK. 


Puisque Viola me relation donne la condition suivante : 
ù CA “| 
+ kil = o> > hig (As) —='0 
i i 


Cette condition implique que l'application g: A + M est K-linéaire. Aussi 
FO, À) if Aig À) p= Aig (As) — g(r, À) + g(d) i 0g (Ar, As); 


donc f est un cobord si et seulement si son image /’ est un cobord. On a montré 
que 9):Hoch?(A, M) > H?(A, M) est un monomorphisme. 

On peut interpréter les extensions (E, 3) qui correspondent aux éléments 
de Hoch?(A, M). Si (E,, 8) est extension qui correspond au 2-cocycle f du 
complexe Hom,.(@(A), M), l'application 9: A + E, donnée par À + (0, À) est 
K-linéaire car 


> ki(o0, 4:1) = (o, ni k; i) puisque Y:—0. 


De plus, 0 — identité. Ainsi les extensions (E, 8) qui correspondent aux 
éléments de Hoch*(A, M) sont celles pour lesquelles il existe un relèvement 
K-linéaire de 6. 

On va montrer par les exemples suivants que les trois K-modules Hoch? (A, M), 
Exti.(A, M) et H*(A, M) sont, en général, différents, et les homomorphismes 
o et Y (pour nm = 2) sont donc des monomorphismes propres. 


Exemples. — Soit K=Z, l'anneau des entiers naturels. SoitT —Z+1Z(1° =o), 
l'anneau des nombres duaux. I est un groupe abélien avec 1 et 7 comme élé- 
ments de base, et avec la multiplication donnée par 


(p + 1g) (pi + tq’) = pp'+ i(pq'+ gp") + (p, 9, pq EL). 
En particulier, 7? =o et pi=zp, pour tout pEZ. Soit (22) l'idéal de F qui se 
compose des éléments de la forme ¢.2p, peZ. Soit 
A=TP /i(aZ)=Z+iZ,, où Z,=7/(2Z), 


(22) étant Vidéal des entiers pairs de Z. Alors À est une K-algèbre avec les 
relations 7? = 0, pi = ip et 21—0. 


Un A-bimodule M est un groupe abélien muni de deux endomorphismes 
m->im et m— mi, mEM tels que 


i(im) = 0 = (mt) t, 


2(im)}= 0 = 2(mi), 
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et 
| t(mi) = (im) i. 

Calculons les trois groupes Hoch?(A, M), Ext\.(A, M) et H2(A, M). 

Hoch® (À, M). — Soit feHom,(AQ@A, M) un 2-cocycle. A@ A est engendré 
comme groupe abélien par quatre éléments, 1@1, 1& zt, 7&1 etr@r. Il suffit 
donc de connaître les valeurs de fsur ces quatre éléments pour déterminer le 
cocycle f. Ona: 

Of (Ar, da, As) 

— Ai f(As; As) — f(À Aa, As) + (a À As) — fi At, As) À; — 0 (Ag; he, À; EA). 
Si l’on substitue à A,, A., A; les valeurs 1 ou z, on obtient 
FD, theft Ply DEAE bX) el ARES NE tee 

Me, pins No (t,t) == f( 31,2) ox On pose alors: (it) — 77055 f(y 1) =I; eb 
lon voit qu'un 2-cocycle est déterminé par un couple (7m), m1); m5, m, EM tel 
que um, —m,t et 2m,—0. Le groupe des 2-cocycles est donc isomorphe au 
groupe abélien M@M, où M, est le sous-groupe de M formé des éléments 
m, EM tels que im, — mt et 2m, — 0. 

Si f est un 2-cobord, ona 

FI (May Aa) = M18 (Aa) — B (Aa de) + 8 (M1) de, 

où g @Hom,(A, M) est une 1-cochaine. Ona 

f,0=80), SOEO=8)G PGNH=BO) et fn) gi) +(e 
On observe que g(21)—2g(1) =o. Alors le groupe des 2-cobords est iso- 
morphe au groupe abélien MGM’, où M’ est le sous-groupe de M formé des 
éléments de la forme im! + m't, m' EM tel que 2m'= 0. On observe que M’ est 
un sous-groupe de M,. 

On a done 

Hoch?(A, M) = (M@M,)/(M@ M’) & M,/M’. 

Hoch?(A, M) est tsomorphe au sous-groupe de M formé des éléments m tels 
que im, =m, tcl 2m,=0, divisé par le sous-groupe des m, de la forme im! +-m't; 
m! EM tel que 2m'=o0. 

Eat\.(A, M). — Construisons une A‘-résolution libre et acyclique du 
A°-module A. D'abord on a la suite exacte de A‘-modules : 

Gal Ae TS 0, 
GU (AO 2) = Aa lai Ay, À EA, et I est le noyau de ¢. I est engendré comme 
Ac-module par les éléments de la forme À @1—1@ A; AEA, Pour }=peZ, 
A1Qi—1@QA—o, 


et pour À —1€Et/s, 
| AQI—1Qi—iQI—1@i; 


donc I est engendré par un seul élément «@1—1 @e. 


wt 
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On construit une suite exacte de A‘-modules 
A, 
oJ Ale 


ou d, applique l’élément unité 1 @ 1 de A’ sur 7@1—1 @Hz, et ou J est le noyau 
de d,. Observons que A’ est engendré comme groupe abélien par quatre éléments 
1Q1,1Q1,1@Q1,1@Q1; dans l’homomorphisme d,, 


1Q1i—+ iQi—1@:, 
Qi .1Qi, 

(Qi >—1@s, 
i@WMir o; 


par suite 2QiI=1O]2, 1 Qi tii, 1Qi—1@Q1,1:@1 sont des éléments. 


qui engendrent J comme groupe abélien. Comme 
1Qi—iQi=iQi+iQi—-2iQi—iQi+iQr et iQi=(i@Qi)(i1Q@r—-i@i1), 
J est engendré comme A’-module par deux éléments 2 @1 et 1@7+71@1. 

En composant les deux suites exactes ci-dessus, on obtient une suite exacte 
de A‘-modules : 


d < 
Ome. AS SN No, 


ou J est engendré par les éléments 2@1 et 1@7+7@1. Cette suite exacte 
nous suffit pour calculer Ext\.(A, M). Ona | 


Extie(A°, M) = Coker [Hom,.(A’, M) > Homye(J, M)], 


où Hom,.(A’, M) > Hom,.(J, M) est l’homomorphisme induit par l'inclusion 
J — A°. Comme J est engendré par deux éléments 2@1 et1@i+7@1, un 
élément fe Hom,. (J, M) est bien déterminé parles valeurs /(1@i+7@1)=m, 


et f(2@1)—7m, (disons). Les éléments 2@1 et 1 @i+7@1 satisfont aux 
relations 


(¢@1) (2@1) =09, (1 ®t) (2@®1)=0, (1 ®@t¢—1@1) 1 @i—i@i1)=0 
et 


2(1@i+i@1)=—0, 


les autres relations étant conséquences de ces quatre relations. Ainsi un élément f 


de Hom,.(J, M) est bien déterminé par un couple (m,, m,); m,, m, EM tel que 
= Mal, 2M, =0 et im —=0—=mai. Hom,.(J, M) est donc isomorphe au 
groupe abélien M, GM, où M, se compose des éléments m, € M tels que im, —m, i 
et 2m, —0, et M, se compose des éléments », EM tels Que iM3—= 0— Mal. 
Pour que / provienne d’un élément de Hom,.(A’, M), il faut et il suffit que 


m= fi RQ i+1Qi—=(iQ + Qi fu 1)= im’ + ni 


et 


M: = f(2 @ 1) =2f(1 Qi) = am’, 
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où m' = f(1@1) eM. Alors 
Im (Homye(A’, M) > Hom. (J, M)) 


est isomorphe au sous-groupe N de M,@M, formé des éléments de la forme 
(im! + m'i, 2m’). Ona 

Ext (A, M) & (M @ M,)/N. 
Ext’ \ (A, M) est tsomorphe au groupe des couples (m,, m;); m,, m, EM tels que 
um; =M,1, 2M, =O et M) —=O0—= Mat, divisé par le sous-groupe des éléments de 
la forme (im'+m'i, 2m’). 

L'injection 9: Hoch°?(A,M) > Exti.(A, M) est définie en associant à chaque m, 
(tel que im, = mt, 2m, — 0) le couple (mu, 0). 

(A, M). — D'après le théorème 3, il suffit de construire une résolution 
libre et acyclique de l’anneau A. Soit U, =T =Z-+7Z et ¢:U, > A l’homomor- 
phisme canonique [+I /¢(2Z). Soit U,=Z et soit d,:U, + U, l'homomor- 
phisme de groupes abéliens donné par 127. On a donc une suite de groupes 
abéliens : 


. 


«dl Ë 
o>U,$U,5A>0, 


où € est un homomorphisme d’anneaux. U, est un Z-module libre avec 1 et ¢ 
comme éléments de base, et U, est un Z-module libre avec 1 comme élément de 
base. Soit we U, et soient ¢, # EU,. On définit 

uv d;"{u(d;e)|; vu d,"[(d,e) u]; ee’ =o. 

L’algèbre U=U,@QU, est une algèbre différentielle graduée et l’on a obtenu 
une résolution libre et acyclique (U, A, ¢) de A. Soit X, l’ensemble { 1, 7} et 
soit X, l’ensemble {1}. 

Soit fe Hom (U,@ Us, M) @ Hom (U,, M) une 2-cochaine. On voit que fest 
bien déterminé par deux applications ensemblistes : 

Y1 : Xy x X).>M 
Yo: Xi — M. 
Le cobord ¢/ est un élément de 
Hom (U,® Uy Q Us, M) @ Hom(U,® U:, M) ® Hom(U, @ Uy, M). 


On a les formules : 


Of | u | ue 


uz |= (eu) fl ee lus] — f | Ur tes | Us | + flu | tt» Us, | 
— fl uy |r| (ets) (Ua, Us, Uz E Ud); 
Offu|e]=flu|de]+ (cu) flu]—flur] (wes, vel); 
fle | ul =— fée lu] + flew] — fle] (ew). 
Soit f un cocycle. On substitue à w,, us, U; la valeur 1 ouz, dans la première 
relation (avec ¢f= 0) et l’on obtient les relations : 


HO HAS MURS #1. (as 1), br tess va (tert). 
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La seconde relation (avec 2/ — 0) donne pouru=1, °=1 
J(1 | 27] +f] — SJ = 9; c’est-à-dire 271(1, ¢) =0. 
Elle donne pour u=7, 6—1: 
2 D =— per) =lye2(1), 


. e À ate ote . À ar 
puisque 2ün— 0 pour tout » EM. De même, la troisième relation (avec of —0) 
donne des relations : 

Da Ti) ee et DY, lyk) = CRE 
Si Pon écrit y.(1, 1) =m, Yi (t, 1) =m, et Y:(1) =m, on a les relations 


Leia (PSS 0 2 (Uy), et D ty its = Nahe 


Les relations 2(m,?) = o=2(im,) sont valables pour tous les éléments de M 
(par définition). Le groupe abélien des 2-cocycles est donc isomorphe au sous- 
groupe de M@)M@M qui se compose des éléments (1725, nu, M); 779,774, EM, 
tels que im, — mi et 2m, = im; = mi. : 

Si f— èg où geHom(U,, M), ona 


flulu]= (em) gl us| —gluite] + glu] (eur); 
flv] =-—glde] 
(tu, WeEU,, eEU,). 


Donc 
HO Dee), ywadss@é, yl, =), 
WGO=BD+sO)4  pi=-glri]=-28() 
et l’ona : 
pea AG m= ig(i) +g(é) à et My—=— 28 (à). 


Ecrivant — g(i)=m',ona 
Na=— im! — mi=in + mi et Mi = 2m’. 


Le groupe abélien de 2-cobords est isomorphe au sous-groupe de M@M@M 
. qui se compose des éléments (m,,m,,m.) tels que m,= tm! + m'i, m, = 2m; 
meéeM. : 

Finalement H°(A, M) est isomorphe au groupe abélien des couples (m,, Ma); 
m,, M EM tels que im, = mit et 2m, —=im;—= mi, divisé par le sous-groupe 
des (m,, m,) de la forme m,= im' + m'i et m,= 2m’. 

L’injection 4 : Exti.(A, M) > H?(A, M) est définie par (mu, ms) > (mu, Ma). 

Exemple 1. — Soit M — Z, un A-bimodule avec im = 0 =mi pour tout mEM. 
On voit aussitôt que : 
| Hoch?(A, M) Zs, 
Exti. (A, M) YZ. Z,, 
H2 (A, M) © ZsQ@ Zs. 
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On a donc : 
Hoch?(A, M) Ext. (A, M) © H?(A, M). 
Exemple 2. — Soit M=Z, un A-bimodule avec im = mi = 2 m. 


Les éléments de Z, qui satisfont aux relations im — mu et 2m— osonto et 2. 
Parmi ces deux éléments, o est le seul élément de la forme mn! + m'i. (En 
effet, im'+mi—=2m+2m—o). On a donc: 

Hoch?(A, M) = Z. 


Les couples (m,, m,); m,, m, EM qui satisfont aux relations mn, — 0 — mi, 
IM, = Mat et 2m, —0 sont (0, 0), (0, 2), (2, 0) et (2, 2). Parmi ces éléments, 
(0, 0) et (0, 2) sont ceux de la forme (im!-+ m't, 2m’). On a donc : 


Ext), (A, M) & Zs. 


Les couples (m,,m,); m,, m, EM qui satisfont aux relations ëm, — mt et 
2M, = 1m, —= Mt sont ceux tels que 2(m,—m,)—o. Ceux qui sont de la 
forme m,—tim+m'i et m—2m/ sont les couples (0, 2m’). Le groupe 
quotient est un groupe cyclique de quatre éléments, engendré, par exemple, 
par la classe de (1,1). On a donc : 

Hi? (As M) Ge Zu 

Dans cet exemple, ona: 


Hoch?(A, M) © Ext}. (A, M) & H2(A, M). 


Exemple 3. — Soit M=Z,@Z,, la somme directe des A-bimodules Z, et Z, 
des Exemples 1 et 2. Dans cet exemple : 


Hoch?(A,M)=7,6 Zo, 
Exti. (A, M) 220626 Ze, 
H(A, M) & Zs 2 @Zs 
et 
Hoch?(A, M) Æ Ext’. (A, M)  H?(A, M). 
Hoch? (A, M) est un groupe de 4 éléments, Ext}. (A, M) est un groupe de 8 élé- 
ments et H?(A, M) est un groupe de 16 éléments. 


CHAPITRE IV. 


1. LES BIMULTIPLICATIONS D’UNE ALGÈBRE. 


Soit A une K-algèbre n’ayant pas nécessairement d’élément unité. On définit, 
d’après Hoschschild [2] et Mac Lane [4], une bimultiplication de la K-algébre A 
comme un couple d’applications a ca, aac de A dans lui-même qui 
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satisfont aux relations suivantes : 


(AE) g(a+b)=ca+ab; (a+ b)co—ac+be, 
(12) a (ab) =(ca)b, (ab)s—a(ba), 
(1.3) a(ka)=k(ca), (ka) o=—k(ac), 
(1.4) a(sb)—=(ac)b 


pour tous a, bEA, et SEK. | 
La somme o + + et le produit or de deux bimultiplications o et + sont définis 


par les relations : 
(1.5) (¢+t)a=ca+Ta; a(o+7t)=ac+at, 
(1.6) (car); adet) (ac) 


Si k est un élément de K et o est une bimultiplication de A, le produit # oc est 
défini par les relations : 


(1.7) (kc)a=k(ca); a(ko)=k(ac). 


Il est évident que «+ +, ot et k csont des bimultiplications de A; avec ces opé- 
rations l’ensemble de toutes les bimultiplications de A forme une K-algébre 
(avec élément unité) qu’on note My. 

Chaque élément c€ A induit une bimultiplication y. définie par les relations : 


CAB H.W 60; a [te ac (aeA), 


qu on appelle une bimultiplication intérieure de A. L'application x : A > M, est 
un homomorphisme de K-algébres, et si A posséde un élément unité, on 
ap.(1)=1. Comme : 


(1.9) CHe— Poe) — eT = Peo, — K He Bey 


l’image y À de cet homomorphisme est un idéal bilatére de la K-algébre M,. 

L’algébre quotient P, = M,/p-A est une K-algèbre (avec élément unité) qu’on 
appelle l’algébre des bimultiplications extérieures, ou bien l’algèbre des classes 
de bimultiplications de A. Le noyau de p. est un idéal bilatère C, de l’algèbre A; 
cEC, signifie que ca = 0 — ac pour tout aE A. On appelle C, le bicentre de A 
(Hoschschild [2] l'appelle le nucleus de A). On a donc une suite exacte de 
K-algébres : 


(1.10) CeCe SM eS Ppa: 
où 4, p. et C sont des K-homomorphismes d’algébres. 

Remarque. — Si A possède un élément unité, d’après (4.2) toutes les bimul- 
tiplications de A sont intérieures, C, = 0, P, =o. 

Observons que C, est un P,-module à gauche et a droite par les opéra- 


tions c-+ae ete + ea, cEC, cEM,; car oc et cone dépendent pas du choix de 
l'élément o dans la classe de P, ; mais C, n’est pas nécessairement un P,-bimodule. 
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Deux bimultiplications o et + sont dites permutables si (ar) —(ca)r et 
r(as)=(ra)s pour tout ae A. Il est bien évident que si o et + sont permu- 
tables, ko et £'+ le sont aussi, où &, k' EK. D'après (1.2), © et une bimultiplica- 
tion intérieure sont permutables; donc on peut parler de deux bimultiplications 
extérieures permutables. En particulier o est auto-permutable sic(ac)—= (ca) a 
pour tout a€ A. 

Soit A une K-algébre n'ayant pas nécessairement d’élément unité, et A une 


K-algèbre (avec élément unité). Une extension de A avec noyau A est une suite 
exacte de K-algèbres : 


Chet) oA i Eee 


où E est une K-algèbre (avec élément unité) et 8 est un homomorphisme (uni- 
taire) de K-algébres, i. e. 6(1)—=1. Comme aA est un idéal bilatére de la 
K-algébre E, l’application qui associe à chaque élément e€ E la bimultiplication 
intérieure de E définie par e donne un homomorphisme (unitaire) d’algèbres 
y: E> M,; de plus deux bimultiplications quelconques de l’image de v sont per- 
mutables. Comme l’image de « A par v est la sous-algèbre des bimultiplications 
intérieures de A, v induit un homomorphisme (unitaire) de K-algèbres : 


(1.12) EN EE 


tel que deux éléments quelconques de 0 À soient permutables. On exprime 
cette propriété de permutabilité de deux éléments quelconques de 4 A en disant, 
d’après Hochschild [2 |, que 9 est un homomorphisme régulier. 

Donnons-nous deux K-algèbres A et A (A n'ayant pas nécessairement d’élé- 
ment unité et À ayant un élément unité) et un homomorphisme (unitaire) régu- 
lier 0: A + P,; le problème d'extension consiste à chercher une K-algébre E(avec 
élément unité) et des homomorphismes « et f(B unitaire) tels que la suite (1.11) 
soit exacte et que l’homomorphisme À -> P, induit par (1.11) soit l'homomor- 
phisme 0 donné. Deux extensions E et E’ (relatives à un même 9) sont équivalentes 
s’il existe un K-homomorphisme d’algèbres 9 : E> E’ tel que le diagramme 
suivant soit commutatif : 

ATEN. 
oA % ¢ ‘ A->o 
Ee ay 
x NP 


La commutativité de ce diagramme implique que + est un isomorphisme. 
On a remarqué que C, est un P,-module à gauche et à droite. Sif: A + P, est 
un homomorphisme régulier, C, est un A-bimodule par les opérations : 


(1.13) Ac=(92)c, ch =0( 9A) (ce Ga, AEA). 


Si A est une K-algèbre telle que A7= 0, onaC, = A, M, = P, et l'on est dans 
le cas du chapitre III ($2). 


U. SHUKLA. 


2. L’ OBSTRUCTION. 


Supposons donnés une K-algébre A (n’ayant pas nécessairement d’élément 
unité), une K-algèbre A (avec élément unité) et un homomorphisme (unitaire ) 
régulier 0: A—>P, qui définit comme on vient de le voir une structure 
de A-bimodule sur le bicentre C,. On se propose d’associer à 9 une classe de 
cohomologie de dimension 3 de H*(A, C,) qui sera appelée Pobstruction de 0. 

Soit ¢: AM, une application (ensembliste) telle que o(A) soit un 
élément de la classe 0A, pour tout AGA. Supposons aussi que s(0)—=o et 
o(1)=1, la bimultiplication identique. 

Définissons deux applications (ensemblistes ) : 


YA X AA, 
Y2: No >A, 
telles que : 
(2.1) BY (A, Av) =o (Ards) — o (M1) o (Az), 
(2.2) Pye (m) =Y ko (A), 
où 


Ay, À À EA,n ni k; (hi) EN avec DATET 


et wyi(Ai, À), Wy:(n) sont les bimultiplications intérieures de A induites 
par Yu, Ay) et Y:(n) resp. Les applications y,, y: ne sont pas bien détermi- 
nées, mais les bimultiplications induites par y,, y: sont bien déterminées. II 
faut noter que ces applications sont possibles en vertu du fait que 4 est un homo- 
morphisme d’algébres et donc 


c(Mh)—e(M)a(h) et Ske (2s) — (2 na) =Y ke (à) 
i i i 


sont des bimultiplications intérieures de A. 
Définissons une 3-cochaine fa valeurs dans C, par quatre applications (notées 
par la méme lettre /) : 
Ax<A x A> Cy 
A or Ne — Cy 
No, X A — Ci 
N, — Cy, 


qui satisfont aux relations suivantes : 


(2.3) — f'(As, de; As) 
= © (À;) y: (Ae, Az) — (As do, Az) + yi (Aa, deAz) = 1A, À) a (As), 
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(2.4) US n) = Dares hi) + (A) Yo (2) — Yo (An), 
(2.5) f(n, à) =— Why (Mi, À) — pan) 0 (A) + Yan à), 
(2.6) f(r!) =—) kr), 

| 


où Ras Ass Aas *3 AEA, n = SEA) EN, n= k(n; JEN. 


Les seconds membres des relations (2.3)-(2.6) ont leurs valeurs dans C, parce 
que si l’on applique yet si l’on calcule leurs valeurs par (2.1) et (2.2) on obtient 
zéro. On voit d’après les formules du cobord d’une 2-cochaine au chapitre III (§2) 
que f=<ch, où hest une 2-cochaine à valeurs dans A, définie par (Y,, y.) avec 
la différence que A n’est pas un M,-bimodule. 

On appelle la 3-cochaîne f une obstruction de 0. 


Tutorime 5. — Une obstruction f de 0 est un 3-cocycle, et deux obstructions 
sont cohomologues. Si f est une obstruction de 9, alors un 3-cocycle cohomologue 
à f est aussi une obstruction de 9. 


Démonstration. — On ne peut pas dire tout de suite quedf= 39 h =o, parce 
que À n'est pas un M,-bimodule et l’on n’a pas 


o(l)o(A)—=o(l) et Dre) =o( Yar), 


ou A,, Ao, À EÀ, & EK. : 

Pour vérifier que ¢f=o pour huit sortes d’éléments dans les ensembles 
Vice ie AY NSA NASON Sou, Nese AS< ASA SONG, N'A, 
No < No et No, il faut s’assurer que les termes qui impliquent 


G (Au, À) — o (Ar) o (Az) et Zur —o( Ex) 


‘s’annulent; les autres termes s’annuleront comme d'habitude dans l’iden- 
tité 00 =o. 
Par exemple : 


Of (2, py m) = (2) fin) — SOs 2) + FAs pr) — D kif CR pk), 


où A, wEA, 2 =D 4 (À)ENr: Les termes qui impliquent 
i 


a(Ayo(p)—a(Ap) et ko (y) 
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© (2) a (p) ver) — a (Ap) yam) + NC 2) (Era) 


i 
—=—¥1(2, pL) ye(m) H(A, B)Y2(2) par (3.1) et (3.2), 


= oO. 


Prenons un autre exemple : 


BC ma) = DK Ou me) — YU flay 8) + (KG) (Zu, ) 
i Î i ] 


où ny D, k:(), RD A u;)ENo, Ais uj EA. Les termes qui impliquent 


i J à 
Skis (hi) et S42 (es) 
i Î 
sont 
(She) h (nz) +h (ru) (Zi) 
Î 


— hr) h(n.) + h(n) h(n) par (2.1) et (2.2), 


20 


De même on peut vérifier que 6f= o dans tous les autres cas. Ainsi f est un 
3-cocycle. 

Pour montrer que deux obstructions de 0 sont cohomologues, notons que f 
dépend du choix de o et de k—(Y;, y:). D'abord on va montrer que si l’on prend 
une seconde application a’ : À + M, compatible avec 9(0’(0) =o, o/(1)=1), 
on peut choisir À de manière que / reste le même. En effet, c/o a ses valeurs 
dans p.A, parce que o/(A) — o(A) appartient à la même classe 6A. Ecrivons 


g'(À) =a (A) + pr(A) pourtout AEA. 
On calcule d’après (2.1) et (2.2) que : 


a (As A) — a! (Ay) o (Ae) 
= pyr (Ar, Ae) + Et (Ad Ae) — (AL) Ge) — 2 (Ay) t(A2) — t(A1) t(A2)] 
et 


Yio! (iu) = pyaln) +4(Bar00), n= ki(2s) ENo. 
i i i 


Choisissons h’=(y',, y,) de façon que : 
V1 Os Av) = ya (Ay Ao) HT) = T(r) (Xe) — 0 (M4) T(Ae) — TAs) F (A), 
va () = a(n) +Ÿ kr (21). 
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On voit que k'— h — oc, sauf pour un terme additionnel — 7(A,)7(A,) dans la 
première relation. Grace à ce terme on vérifie que oh — dh!, de la même façon 
qu'on a vérifié que 6f=o. Ainsi l’obstruction définie par o’ et A’ est encore f. 

De plus, si l’on a choisi ¢ : A + M, une fois pour toutes, et sil’on prend /’ au 
lieu de À tel que ph’ =uh, h'—h= g a ses valeurs dans C,. Inversement si l’on 
ajoute à h une 2-cochaîne g a valeurs dans C,, u(h+ g) reste le même, 
done h'=h-+- g est un bon choix. Si f’ est la nouvelle obstruction donnée 
par h'(et c) ona: 

f'=8"=d(h+ g) =f + Og. 

La démonstration est ainsi achevée. 


D’après le théorème 5, la classe de cohomologie & de H*(A, C,) est déter- 
minée par /; on l’appelle U’obstruction de 9. (Remarquer la différence entre une 
obstruction et | obstruction. ) 


Tutorime 6. — Un homomorphisme régulier 8: À +P, est induit par une 
extension st et seulement si l obstruction &)= 0. 


Démonstration. — Soit: 
O —+ re E de A —o 


une extension qui induit 9. Soit p : À + E avec p(o)—0, o(1)=1 une appli- 
cation (ensembliste) telle que Bo = identité. On prend o : À M, en compo- 
sant p avec y : E + M,. Alors 


11 (A, ae aes 0 (Ay A2) Sn 0) (M)p(), 
Y2(n) =D kip (1) 


— \ 
( he; MEGA, n Puel 


Si l’on substitue ces valeurs de y,, y, dans (2.3)-(2.6) on trouve f=o. 

Inversement, soit £— 0. D’après ce qui precéde, on peut choisir = (yi, Y2) 
de façon que fo. Définissons une K-algèbre E en prenant l’ensemble des 
couples (a, À), a€ A, AEA avec 


DA TCZ DEC y2 (2), D.) 
i i i 
(a1, À) (a, he) = (@ a+ Ga ho + Ay Go — y: Ou, À), Mb), 


où n= DAL) — D (HA) EN, wi Nes À: E À, k, eK. 


s i . ñ , . 
Les dix identités dans une algébre sont vérifiées par ces opérations, parce 
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que f=o. On voit que (0, o) est l’élément zéro de E et (0, 1) est élément 
unité de E (parce que p (1) =1) et que 0 est induit par l’extension : 


DS A+ Be wee. 


où a (a) =(a, 0) et B(a, A) =A, EA, AEA. 
C.Q.F.D. 


Tutorime 7. — S'il existe une extension de A avec noyau A qu induit 
0: A->P,, alors il existe une correspondance bijective entre l’ensemble des 
classes d'équivalence des extensions qui induisent 0 et le groupe de cohomo- 
logie H?(A, Cy), où le bicentre C, de A est considéré comme un A-bimodule grâce 


à 0. 


Démonstration. — S'il existe une extension qui induit 0, l’obstruction &= 0 
et l’on peut choisir f=o dans les équations (2.3)-(2.6), o : À + M, étant 
déjà fixé une fois pour toutes. Soit g un 2-cocycle à valeurs dans Cy. Si À, est 
une solution des équations (2.3)-(2.6) avec f=o, h, + gest aussi une solution. 
La correspondance « h, + g <> la classe de cohomologie de g », donne la cor- 


respondance énoncée dans le théorème. 
CL 08s D. 


La correspondance dans le théorème 7 n’est pas canonique parce qu'il faut 
d’abord choisir une solution À = h, des équations (2.3)-(2.6) avec f=o0; une 
fois qu'on a cette solution h,, chaque 2-cocycle g à valeurs dans C, définit une 
autre solution. On peut donner une autre démonstration qui montre plus clai- 
rement la correspondance en question; il suffit de recopier la démonstration de 
Mac Lane [ 4], et pour cette raison on ne la donne pas ici. 


3. LE THÉORÈME D’ EXISTENCE. 


Dans cette section on va prouver un théoréme qui est une généralisation 
d’un théorème du à Mac Lane [4, théorème 8]. 


Tutorime 8. — Soit A une K-algébre (avec élément unité) et soit M un 
A-bimodule. Soit f un 3-cocyle de À à coefficients dans M. Alors il existe une 
K-algèbre À ayant M comme bicentre et un homomorphisme régulier de 
K-algèbres 0 : À > P, tels que 0 induise sur M la structure de A-bimodule donnée . 
et que f soit une obstruction de 0. 


La démonstration de ce théorème n’est pas différente de celle donnée par 
Mac Lane, sauf pour quelques points additionnels. Pour donner une image 
complète de la démonstration et pour pouvoir préciser les points additionnels, 
on donnera les définitions préliminaires et la construction du module A en 
détail, mais on ne donnera pas les démonstrations des lemmes sauf pour les 
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choses additionnelles qu il faut démontrer. On gardera, en général, les notations 
de Mac Lane pour éviter des confusions. 

Soit : 

LE U, + Up Ox Uy +... + Un Ou. - Qr Ur +... _ 

une K-algèbre où U,=K(A). On écrit 9 +<gq> pour l'application identique 
de U, dans L. Cette application est K-linéaire, mais elle n’est pas multiplicative. 
On note <g>@<r> par <q><r>; q, re: On identifie <q><1> et <1><q> 
avec (q> de sorte que 1» devient l’élément unité de l'algèbre L (c’est-à-dire 
on prend le quotient de l'algèbre L par l'idéal engendré par tous les éléments 
<I><1ID — <g> et <1»<g>—<q> et l’on note l'algèbre quotient encore 
par L). 

On a deux homomorphismes d’algébres S:L + U, défini par <q>—>q et 

ES: L + A qui est composé de S et ¢:U, > A. Soient 
C= Ker[eS:L+> A], D = Ker[S:L> Up]; 
C et D sont des idéaux de K-algèbre L avec LOCDD. Comme la suite 
Bile Uh À est exacte, C/D © 0U,, (on note 9 la différentielle de U au lieu 
de d). 
Définissons avec Mac Lane 
P(gr)=<agr»—<g><r> (9, FEV); 
P(q1, -.., Jam) =P (1, 92)---P(Gom—4y Jom) (m=1, 2, ...,9:E Ug), 
PGs. rademer) 90 à jee den) Cara (meer Gye. Uig 
ele j==C 0u-> (ue Ci). 

On aS(ow) =o pour tout we U.. 

Lemme 1. — D est engendré (comme K-module) par les éléments P( qi, - .., qu), 
giEU, etn=2, 3, ..., tandis que C est engendré par ces éléments et les éléments 
S(u), wEU,. Les seules relations entre les générateurs P et S sont la relation | 
S(aw) =o, la K-linéarité de S(u) en u, la K-multilinéarité de P et les relations 
suivantes : 


nt Cay. Men dus - 32+ Jan) 0: mean), 
(3.1) P(q, ce.) Jit) 1, Jia ++) Jami1) = 0 (iZiZam), 
P(q, …. Jam Die! (gs. sey Jam): 


Comme C et D sont des idéaux de L, la bimultiplication intérieure de L 
induite par <q> est une bimultiplication de C et de D; on la note p,. On a, 
avec Mac Lane, 


n—1 


(3.2) 0g P (Qi; RCE DT: n) =>) (—1)'P (qo, COs diqixas CRC) Qn) + (—1)"P (Go, DMC (OS) Fr) 


t=0 


(3.3a) P(M; +... 2m) _ Pr P(g1, ++.) om r), 

(3.36) P (gas CF | Jom+1) Pr=— P(g;, < es q2am+t) r) nts iol a +++ Jam) Jomitl), 
(3.4) —— pyS(u)=—P(g, du), 

(3.5) S(u)p3=— P(du, 7) + S(u, 9). 
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Pour q, réU, et kek, 


(8.6)  Parr—=Pa tm Par = Pg Pr Hig MPa, = CL Pal: 
(noter la relation additionnelle kp, = Px4)- 


Dans le théorème 8, A, M et / sont donnés. Construisons un K-module : 
A=(M@U:GD)/N, 
où N est le sous-module engendré par les éléments f(¢) + dv, pour tout re Us. 
(On est obligé de changer ici la notation de Mac Lane parce que K désigne 


l’anneau de base). 
Définissons une application K-linéaire ):A -> C par 


b(m+u+d)=S(u) + d (mEeM, ueU,, deD). 
Lemme 2. — L'application | donne une suite exacte de K-modules 
o>+M>A5C>o. 


Lemme 3. — Pour chaque qeU, un endomorphisme a 7,a, (aGA) de 
K-modules A est défini par 


t7m=(eq)m (meM), 
tu=f(q|u) —P(q, du) + qu (wEU,), 
t P(r, s)=f(alr|s) +pP(r,s)  (r, sEU), 
t,P(r, s, t) =f(¢|r|s) (et) + pgP(r, 5, ¢) (EU), 
Bras ten Tales On (TR 200 M) (n >3). 


Ces endomorphismes satisfont aux relations 
Tate = Toi Tas k (ta) = Tkq a, (ta) = Pe, Ya, 


et p,=1, lendomorphisme identique, où KEK, ae A. 
On peut donc définir un endomorphisme kt, = "4. 


Lemme 4. — Pour chaque qEU, un endomorphisme a + ar,(a€A) de 
K-modules est défini par : 


MT} = m(eq) (meM), 


uty=— f(u|g)—P(du,q)+uq  (ueU:), 
dty= dq (deD). 


Ces endomorphismes satisfont aux relations 
Srctne=e tay tans Katy) = at, (at) = (La)py 
etpi—1, où KEK, @EA. On peut donc définir un endomorphisme kt,= vi 


LEMME 5. — Pour tous 4, rEU, etaeA, 


(Tra}tr=Ty(ar,). 
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Lemme 6. — Une multiplication dans A est définie par 


(m+ u+ d) (m+ u'+ d') Sty! + ty d' + dtyw + dd, 


oum,m' EM; u, u'EU,; d'ED, et dd! est le produit dans l’idéal D. Pour cette 
multiplication, Y: A — C est une application multiplicative. 


LEMME 7. — Pour uEU, et aE A, ua=t,,,a et au=azr,,. 
Lemme 8. — Pour q, r EU, et p. la bimultiplication intérieure de A, 
Tr Tq tr + PP(q,r)- 
Lemme 9. — Pour q EU, et a, bEA, 
t,(ab)=(t7a)b,  (ary)b—=a(ryb),  (ab)ry—=a(bty). 


Lemme 10. — La multiplication dans A est associative. 


Lemme 11. — A est une K-algèbre, 4 est un homomorphisme d’algebres et la suite 
de K-algèbres 


ry) 
o>+M>A+43C—+0 
est exacte, l’image de M étant le bicentre de A. 


Pour montrer que A est une K-algébre, il faut montrer en plus que 
(ka) b =k(ab) = a(kb) (a, bE A, kEK). 
Si a (resp. b) est contenu dans M, ka (resp. kb) est contenu dans M, et par le 
lemme 6, tous les trois membres sont zéro. Sia et b sont dans D, les relations 
sont satisfaites, car D est une sous-algébre de la K-algèbre L. Il reste donc a 
démontrer les égalités lorsque l’un des deux éléments a et b est contenu 
dans U,. 
Soit a—=ueU,. Alors 
ha Om te 5.0 Ys (Er) A (7520) = A (ab) 
et 
BRD Vea ta AKD) = K(45,0) = kad). 


Si bE U, on démontre les égalités de la même manière. 


Lemme 12. — Pour XEA, la correspondance 9) = %) induit un homomor- 


phisme régulier de K-algébres 
É 0: A — Py. 


Pour montrer que 4 est K-linéaire, on observe que 


0 (kA) = Tu = T0) + TAN: 
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Or(kA)—A(A) € Ker ¢ et donc il existe un élémentwe U, tel que du= (kn) —A(A), 
Par le lemme 7 on voit que 74)-40) = Tou ES une bimultiplication intérieure 
de A. On a donc 


0 (kA) =tka) modulo les bimultiplications intérieures de A, 
— kta) » » » », 


= k(0A) » » » ». 


Lemme 13. — Le cocycle f est une obstruction de 0. 


On va démontrer ce lemme en détail. Définissons une application 
(ensembliste) 5:A — M, par la relation o(A) =), où AEA et (A) EU,. Alors 


o(A,As) — o(Ar) 7 (As) = Th — TAY) TA) = BP (Ar, Az) par le lemme 8, À, LEA. 


Aussi 


> ko (Ai) >, Kit) = Tr = Pry 


oun >) k (A) EN, EU; kek et A; E A. 
Définissons les applications y, : A ><A — A et y,::N, >A par 


Y1(A1, À) = P(A, Av) ED, 
(2) =(r)EeU:. 


Si l’on substitue ces valeurs de o et (Y1, y:) dans les seconds membres des 
relations (2.3)-(2.6) on obtient f. En effet le second membre de (2.3) donne 


TAYE (As, Az) age? P (As Az, À:) ei P(A, À À3) LE P(A, Ae) TA.) 
= f (As, Ae, As) + PAP (As, As) — P(Ag Aa, As) + PAs, os) 
— P(A, Az) PA, par les lemmes 3 et 4. 
= f(A1, As, 43) en vertu de la relation (3.2). 


Le second membre de (2.4) donne 


SAP, ii) + TA ihn 


=> KPO, 1) 4 (in) —Ÿ kP(Q, 4) +An—An, parle lemme 3. 
i 1 


==f(Apn). 


De même, on voit que le second membre de (2.5) donne f(n, A). Enfin le 
second membre de (2.6) donne 


-> k'(nj)=—dn'=f(n') (modulo N).' 


Ainsi f est une obstruction de 0. 
La démonstration du théorème 8 est achevée. 
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4. INTERPRETATION DE LA STRUCTURE DE K-MODULE DE H?. 


On peut donner une interprétation de H°(A, M) exactement comme dans [2]. 
On peut définir la somme de deux homomorphismes réguliers 0,:A —>P, et 
0,:A > P, avec un bicentre commun et l’on peut définir le produit d’un homo- 
morphisme régulier 0: A > P, par un élément #€K. On peut aussi définir un 
K-isomorphisme entre deux homomorphismes réguliers 0,:A > P, et 6,:T-P, 
avec un bicentre commun. Tout cela se fait comme dans [2]. Si /i(resp. /) est 
une obstruction d’un homomorphisme régulier 0, : AP, (resp. 0, : A — P,,), 
les algèbres A, et A, ayant un bicentre commun, on peut montrer sans peine 
que f,+ f, est une obstruction de la somme 0, et 0,. De même si f est une 
obstruction d’un homomorphisme régulier 0:A > P,, kf est une obstruction 
de #0. 


Définition. — On dit que deux homomorphismes réguliers 0,: AP, et 
0,:A + P,, avec un bicentre commun sont semblables, s’il existe deux homo- 
morphismes réguliers D,:A —P, et ®,:A + P, dont les obstructions sont 
zéro, tels que l’homomorphisme 0, + ®, soit K-isomorphe à l’homomorphisme 
0, + D, où 0, + D;(1— 1, 2) désigne la somme des homomorphismes 0; et ®,. 

Finalement, on a le 


Tutorime 9. — L'ensemble des classes de similitude d’homomorphismes régu- , 
liers 0: A + P,, où A est une algèbre quelconque avec bicentre donné M, et où 0 
induit sur M la structure de A-bimodule donné, a la structure d’un K-module. 
L'application qui associe à chaque classe de similitude son obstruction est un 
K-tsomorphisme de ce K-module sur le K-module H°(A, M). 
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SUR LES SOUS-ALGEBRES 
D'UNE ALGEBRE DE HILBERT 


Par M. Osamu TAKENOUCHI. 


Se 


Dans l'étude des algébres de von Neumann, le role que jouent leurs sous- 
algébres a fait de temps à autre l’objet de différentes recherches. Mais jusqu’à 
présent, l'intérêt se portait principalement sur des sous-algébres abéliennes 
maximales, et, pour ce qui concerne une étude systématique des sous-algébres 
en général, nous ne trouvons presque rien sauf dans le cas des idéaux bilatéres. 
Il paraît assez naturel d’espérer qu’une étude générale des sous-algèbres est 
utile pour aborder divers problèmes, comme ceci a été le cas dans les études 
des algébres abstraites, en particulier pour éclaircir la structure des algèbres. 
Dans ce Mémoire, nous exposons quelques études préliminaires sur les sous- 
algébres d’une algébre de von Neumann semi-finie. Comme, d’abord, grace aux 
résultats de Murray et von Neumann, et ensuite, grace à la généralisation de 
ces résultats due à Segal et à Godement, une algèbre de von Neumann munie 
d’une trace normale, semi-finie et fidèle peut être considérée dans un certain 
sens comme algèbre de Hilbert, nous donnerons nos résultats sous la forme 
de propositions concernant les algèbres de Hilbert. Certes, en opérant ainsi, 
nous devons convenir que la généralité de notre recherche est quelque peu 
réduite, car une sous-algèbre involutive faiblement fermée d’une algèbre de 
von Neumann munie d’une trace normale, semi-finie et fidèle, ne sera pas 
nécessairement engendrée par des opérateurs de carré traçable; mais, d'autant 
plus qu’on s'intéresse surtout aux algébres de von Neumann finie où cette cir- 
constance embarrassante ne se produit pas, nous croyons quand même que 
notre argument a un caractère assez général. 2 

Ce Mémoire comprend trois parties. Après un paragraphe préliminaire, nous 
étudions d’abord les propriétés du projecteur sur une sous-algèbre (§ 2, 3). On 
remarquera la ressemblance entre ce projecteur et l'opération 4 de Dixmier; en 
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effet, dans le cas d’une algèbre de von Neumann finie, l'opération & n’est autre 
que le projecteur sur le centre de cette algèbre. Les paragraphes 4, 5 sont con- 
sacrés à la construction de sous-algèbres spéciales, notamment du commutant 
d’un sous-ensemble. Le paragraphe 6 contient l'étude des algèbres de von 
Neumann proprement définies par une sous-algèbre et l’auteur espère, en pous- 
sant plus loin cette étude, avoir une connaissance assez profonde sur la struc- 
ture de l'algèbre de von Neumann semi-finie. 

L'auteur présente son sincère remerciement à M. J. Dixmier qui a bien voulu 
l'aider de ses conseils. Les principaux résultats de ce travail ont été résumés 
dans une Note aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences [9]. 


1. Définition d’une algèbre de Hilbert et rappel 
de quelques résultats connus ('). 


1. Derinition 1. — Soit & une algèbre associative sur le corps € munie 
d’une involution x > x*. Elle est appelée algèbre de Hilbert si ; 


1° elle est munie d’un produit scalaire qui en fait un espace préhilbertien, 
et 
2° les axiomes suivants sont vérifiés : 


(4) (@y)=(y", 2") pour rE, yet; 

(it) (ay, 3)=(y,2*z) pour red, yea, sea; 

(wt) Pour tout aE, l'application x + ax est continue; 

(iv) Les éléments zy, où EA, yEC, sont partout denses dans &. 


De ces axiomes, il s’ensuit directement : 

(") que |e||=||*| poureea: 

(w') que (ay, s)=(y, a*z)=(a, sy") pourved, yea, ze, et 

(x) que, pour tout aE, les applications x + ax, x — xa sont toutes les 
deux continues. 


ù Soit 4) l’espace hilbertien complété de &. Par continuité, f*, xf, et fx ont, 
un sens pour rE, fe. Alors nous avons aussi comme une condition 
équivalente à (4), que 

(ww) si xf=o (ou fx =o) pour tout rE, ona f=o. é 
2. f étant un élément quelconque de §, la fermeture de l'opérateur a + fa 
(resp. æ + vf) de & dans $ sera désignée par 7; (resp. par S;). Évidemment, 


(1) PEP SE OSS eS S, f= Ta fa pour re& fef. 
a 0 129 Sd (Mu ne ton 
(1) Pour la plupart des notions et des propositions décrites dans ce paragraphe, le lecteur se 
reportera à [AvN], chap I, § 5. Souvent, elles sont modifiées et généralisées, et nous auront aussi 
oceasion dans le présent Mémoire d'utiliser des résultats plus ou moins immédiats qui ne sont pas 
explicités dans [AVN]; c'est pour cette raison que l’auteur a considéré comme nécessaire ce précis. 
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En ce qui concerne ces opérateurs, on a une relation fondamentale (due à 
Segal [7] et à Pallu de la Barrière [5 |, [ 61) : 


(2) Ta (Ts), Sn (Sr) pour tout fe sj. 


3. Un élément a€ § est appelé borné si l'un des deux opérateurs 7, S, est 
borné. Dans le cas où cette condition est réalisée, l’autre est aussi borné et l’on 
a | Zell = (IS (|: 

Pour qu'un élément a € 4j soit borné, il faut et il suffit qu’on puisse choisir 
une suite |3,| d'éléments de & telle que || z, — a|| + o et les |] 7., ||(—{|5..) 
restent bornés. Sous cette condition, 7, tend fortement vers 7, et, par ailleurs, 
on peut même supposer que ||| 7, ||| <||T, ||. 

L'ensemble des éléments bornés constitue d’une manière naturelle une 
algèbre involutive, extension de & (d’où évidemment elle-même une algèbre 
de Hilbert), qu'on appelle algèbre de Hilbert achevée provenant de & et que nous 


allons noter &. 


4. Lalgébre d'opérateurs faiblement fermée engendrée par les 7,, cE 
(esp. par les S,, ze &) est une algèbre de von Neumann, appelée algèbre (de 
von Neumann) de multiplication à gauche (resp. à droite). Nous la désignerons 
par T(&)] resp. par S(&)]. TCL) est le commutant de S(&), et pour 4ET(A), 
red, 

(3) Trenet ONE AT, 


Nous remarquons de plus qu’on a toujours que 
(4) Ty DAT, (?). 
De même pour S(X). 

Entre T(&) et S(&), il y a ce qu'on appelle antr-isomorphisme canonique. 
Par définition, pour A€T(Œ&) ou S(&) 
(5) Af= (Af). 
AeS(&) ou ET(&) suivant que AE T(A) ou ES(A), et A> À définit le dit 
anti-isomorphisme de T(&) sur S(&) ou de S(CL) sur T(X). 

L'opérateur 7, (ou S;) correspondant à un élément quelconque f de # 
(voir n° 2) est affilié à T(CL) [ou S(&)], ou avec la notation de Murray et von 


Neumann (voir [R, 0.11), 
Tp T(Q) [ou Syn S(O)]. 


Mais ce qu'il y a de plus, c’est que 7; (ou S;) peut être considéré comme un 
opérateur mesurable en sens de Segal relativement à T(&) [ou à S(&)]. (Voir 
Segal [7], $2,5. Cette notion sera nécessitée dans notre paragraphe 5, où nous 
donnerons une description un peu plus détaillée. ) 


7 
(2) Pour deux opérateurs 4, B quelconques, 43 B signifie que À prolonge 2. 
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5. Les éléments À de § seront appelés hermitiens si h = À”, et preriaae si 
de plus AE et h®?=h. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un élément LE #j soit respecti- 
vement hermitien ou pr ojecteur est que i opérateur 7), ou Sy soit respectivement 
auto-adjoint ou projecteur. Dans le cas où 7; (ou S,) est un opérateur auto- 
adjoint positif, on dira que h est hermitien positif. La condition nécessaire et 
suffisante pour que À soit hermitien ou hermitien positif est que, respecti- 
vement, 

(A, x'x) est réel pour tout rem ou (Ry 22) = 0 pour tout ve. 


Remarque. — Nous employons dans tout ce Mémoire la notation [ £] pour 
exprimer l’adhérence d’un sous-espace linéaire £. 


2. Les sous-algébres de Hilbert d’une algèbre de Hilbert. 


Derinition 2. — Soit & une algèbre de Hilbert. Un sous-ensemble @ de & 
est dit sous-algèbre de Hilbert de & s’il est une sous-algébre involutive de & 
comme une algèbre abstraite munie d’une involution, : 


Proposition 1. — Soit @ une sous-algèbre de Hilbert dune algèbre de Hilbert &. 
Munie de la structure préhilbertienne induite de celle de ©, G est elle-méme une 
algèbre de Hilbert. 


Démonstration. — Toutes les conditions indiquées dans la définition 4 sont 
trivialement remplies par @, sauf 2°, (4). Au lieu de celle-ci, nous allons voir 
que la condition (zv’) est remplie. En effet, s’il n’en était pas ainsi, on pourrait 
prendre un élément r+ 0 dans l’adhérence de @ tel que 

T,r—=o pour tout ze G. 


Alors, si l'on prend y dans &, on aurait 
(Syr æ)—=(Tixr, Y')—=0o pour tout EB, 


ce qui est contradictoire, parce que r est adhérent à l’ensemble des S,r, ye. 
CO THE 

| Notation. — L'adhérence [@ ]de G dans § sera désignée toujours par Da 
et le projecteur de § sur $, sera désigné par E.. 

Chaque élément g de $,, donne naissance a deux sortes d'opérateurs de mul- 
tiplication à gauche, à savoir 

2 1 — l'opérateur de multiplication à gauche dans § 

; | 
: TÈ = l'opérateur de multiplication à gauche dans 5 à 


Egalement, les opérateurs de multiplication à droite S*, S® sont définis. L'indice 
supérieur Ct sera omis dans ce qui suit s’il n’y a pas de danger de confusion. 
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L’adhérence faible de l’algébre d’opérateurs qui consiste en les T,, <E@ 
sera notée T° (@). Elle ne sera pas en général une algébre de von Neumann, a 
la différence de T(@), adhérence faible de l'algèbre d’opérateurs consistant en 
les TY, LEG, qui l’est toujours et qui est l'algèbre de multiplication à gauche 
de G proprement dite. La définition de S* (@) est analogue. 

BE signifiera le sous-espace (non nécessairement fermé) de § engendré par 
les éléments zy, rEG, YEA. AG se définit de façon analogue. 


Remarque. — Si B® est dense dans H, AG l’est aussi, et inversement. 
Proposition 2. — (#,)— Hq, et 
(6) Eg(f")=(£ef) pour feg. 


St h est un élément hermitien dans §, E,h Vest aussi, et si h est un élément 
hermitien positif dans §, Eh l'est dans §,,. (Cette dernière assertion sera com- 
plétée dans le paragraphe 3.) 

Démonstration. — D'abord, G étant une sous-algébre involutive, on a 

B=B, dour (54) —ÿg 
Supposons ensuite qu on ait pris A hermitien. Alors 
(Egh, &'xæ)=(h, xx) qui est réel pour tout ze. 
D’après le critère donné dans le paragraphe 1, n° 5, ceci montre que EA est 
hermitien dans 4), @ fortiori dans §. 

On voit également que si est hermitien positif, E, À l’est dans $,. (Mais ceci 
n’entraine pas tout de suite que E,,h l'est dans #. A cet égard, voir la propo- 
sition 5.) 

Soit, enfin, f € # quelconque. Sous l’expression f=g+1h, g, A hermitiens, 
nous avons 


f=g—ih Egf=EggtiEgh et Egft= Egg —iEgh. 
Or de ce que nous avons déjà vu, E,g, E,h sont hermitiens. Par conséquent, 
(Es) = Egg —tEgh=Eg(f"), 
et ainsi (6) est établi. \ 


Proposition 3. — Si a est un élément borné pour &, b= E,a est un élément 


borné pour 0, et 
reli To, SA UN Sell. 


Démonstration. — Si fe est orthogonal à @, wf Vest aussi pour EG 
quelconque. Par conséquent, 


a= x2(Ega) + «(a— Ega) 
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est une décomposition de xa comme somme d’un élément de §,, et d’un élé- 
ment orthogonal a @, d’où il résulte que 


(7) æ(Ega)=Eg(ra). 


De cette égalité, nous tirons 

le(Ege) || =|] Este || Z|| 22] Lil Sall.zll pour tout ree, 
ce qui montre le fait que Za est un élément borné de &, aussi bien que la 
relation entre les normes d’opérateurs de multiplication à droite. En fait d’opé- 
rateurs de multiplication à gauche, la démonstration est toute pareille, en 
utilisant 
(8) (Ega)2 =F (ax). 


Lemme. — Soit be G. On a alors 


IP =i Zoi, MSP = Sot 
Démonstration. — Il nous suffit d’établir la première relation. 


1° Nous fixons un élément ae &, et nous allons montrer que, pour les élé- 
ments de la forme za, ER, ona à 


|| bra || = ||| TP Ill-|| eel. 


D’abord, aa* est un élément hermitien positif de &, donc, grace aux propo- 
sitions 2 et 3, c= E,(aa*) est hermitien positif dans §,, et borné pour G. Soit 


re= | à dES 


la représentation spectrale de 7“, avec les EŸ continus à droite. 
Concernant cette représentation, nous remarquons que 
Eco. 
En effet, grâce à (3), on a 


B _ 7® m® 
P20, = Eo of fs = 0, 


d’où la conclusion, d’après le paragraphe 1, n° 1, (&’). Posons 


da f 488 =1, 2, ...). 
( AE re (ins 3 ) 


n 


(L'intégrale entre parenthèses représente un opérateur borné.) Il est évident 
que les d, sont hermitiens et bornés (voir le paragraphe 1, n° 4, 5). En plus, 
les d, convergent vers c lorsque n >, car d’après (3) 

nie « — à Gc 


n 
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d’où 
lim d? = (1 — ES) c EC, 
Prenons maintenant 2 € @ quelconque. Alors, en utilisant (7), nous obtenons 


Lee (wa, ta) (ra, 2) (RE, (ad), 2) =(æe; x) 
cag Vera Great Gee) =n xd 


et en conséquence, 


|| ba ||? lim || bx d, ||? Z||| TS 


“lim || 2 d, ||? 2 ||| 7 ||P || ee |p, 


comme nous l’avons annoncé. 


2° Soit a fixé comme tout à l'heure. Notons M l’adhérence de l’ensemble Ga 
des éléments de la forme va, +€@, et Py le projecteur sur SM, On a alors 


bae M et Pe E(T"(B)), et done 
b(P gy a) == P y (ba) == ba. 
Or Pg a est adhérent à Ga, d’où, d’après ce qu’on a établi dans 1°, 


lbPmal || TE IAE 


LI Pay || |] 72 


Ces deux relations montrent que 


|| ba || Z || hess 


Jal) 


Ceci étant, si nous faisons varier a dans &, dans cette dernière relation, nous 
voyons que 
APE AE 


L’inégalité du sens inverse étant évidente (ou ayant été assurée par la proposi- 
tion 3), nous avons établi le lemme. 


Tutorime 1 (*). — Soit & une algèbre de Hilbert et G une sous-algèbre de 
Hilbert de &. Soit be §,, un élément borné pour G@. Alors b est aussi borné pour & 


et l’on a 
HZ TF, Ul Soll = SE | 


De plus, pour les algèbres de Hilbert achevées A, B provenant de & et de ® res- 
pectivement, on a la relation 
Q—E B a (‘S (ey 


Pour des propriétés plus précises de l’opérateur Eg, voir aussi les proposi- 
tions 2, 3, 5. 

(*) Ce théorème a été établi dans un cas spécial, nolamment dans le cas où AG est dense dans H 
ou bien quand T*(@) est une algèbre de von Neumann, par Dixmier [1], Umegaki [40]. Your 
aussi [R. O. IV], Appendice, lemme A. 2 et son corollaire. 
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Démonstration. — D'après le paragraphe 1, n° 3 appliqué à @, on peut choisir 


pour b une suite 31, 32, ... d'éléments de &@ telle que 


Im—ol+o et || 78 llell7F lle 


Alors, grâce au lemme que nous venons d’établir, les ||| ., ||| restent bornés, ce 
qui entraîne, en appliquant le paragraphe 1, n°3, à & cette fois-ci, que 6 est un 
élément borné pour &, et que les 7., convergent fortement vers 7,. Par suite, 


{|| Zo ||| = im ||] 7°, | 


|= Hien | PWM TEA: 


L’inégalité inverse étant évidente (ou ayant été assurée par la proposition 3), 
nous avons que 
II] 7 Il = [ll TE Ill- 


Ceci établit en même temps que BCE. Or, d’autre part, grace à la proposi- 
tion 3, nous avons EL CG, en conséquence, 


B= E,BCEZACBCA. 


Ainsi s’achéve notre démonstration. 


PROPOSITION 4. — Ona 

(9) S(Bef)=Fea(sf), (Fe f)s= Eg(fs) 

pour fEA, 5€ Ÿ,, ou pour fEH EB; et 

(10) Ex ToEg= Trgakg; Ep SE SrgaEe pour aeû. é 
Démonstration. — (9) est une conséquence immédiate de (5), (8) et du 


théorème 1. 
Pour montrer (10), soit f € # quelconque. Nous avons alors, d’après (9), 
Eg Take f= Eg(ak gf) =(Eg4)(Egf) = Tegel, 
ce qui établit la premiére relation de (10). Pour la seconde relation, la démons- 


tration est analogue. 


3. Les éléments hermitiens positifs. 


Il est évident que la notion d’être hermitien dans § et dans §, coincide. 
On va voir dans ce paragraphe que, pour la notion d’étre hermitien positif, il en 
est de méme. Ceci perfectionne notre proposition 2. 


PROPOSITION 5. — Si s€ Ÿ, est hermitien positif dans § a U l'est aussi dans §. 


St h est un élément hermitien positif dans %, Eh l'est aussi. 
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Démonstration. — Considérons l'opérateur T®. D’après l'hypothèse, il est 
hermitien positif. Soit 


a 
ce À1dE#, E$: continu à droite, 
€ 


D 


sa représentation spectrale. On peut écrire ici 


(11) 1— ES — 1e e;: projecteur, 
parce que, en posant 


ax [Lars nous avons 4%ET(@), 
d'où d’après (3), | 
1—E8—AGTR— TS, donc e—4{8s. 
De plus, se, — es. 
Nous fixons un À, > o quelconque, et posons successivement 


A$— | ÀdES, 
mR 
BO VA dE® 
do 
Alors l’élément b, défini par 
bn,= B8e, POUT, QE 1,9) 2 


est borné, hermitien dans 4, a fortiori, l’est dans §, et nous avons, d’après (3) 
et (11), 
BE= Tf, 
de sorte que 
b= (BB) a, = AB a, 


Par suite, 
Tim be lint A Gey Tee, se 5, 
d’où l’on voit que, pour tout sea, 


(12) (se, &'æ) = lim(b;, zx) =lim(xb,, xb,) > 0. 


D’après la caractérisation du paragraphe 1, n° 5, ceci montre que se,, est hermi- 
tien positif dans §. 

Il nous reste à constater que se, — s pour À + o. Si c’est établi, en passant a 
la limite pour A, 0 en (12) et moyennant la caractérisation des éléments 
hermitiens positifs dont nous nous sommes servis tout à l'heure, on voit que s 
est hermitien positif dans 4). 

On a d’abord évidemment que se, = ¢,5 = T$s =(1 — E®)s tend vers (1 — E%)s. 
Or, si l’on prend un 2 E€@ quelconque, 

sa = Té2 = T@(1— FG) x =(1— BB) TE x 
= Ti_ng@)s x =((1— E®) s) a, 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fase. 3. 28 
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d'où, grace au paragraphe 1, n° 1 (4v’) appliqué à Hq, 


s=(1— £@)s= lim se). 
À >0 


La seconde assertion de la proposition 5 est une conséquence de la première 
assertion et de la proposition 2. 
Proposition 6. — Supposons que le sous-espace AG soit dense dans 4. Alors, st 
pour un élément h hermitien positif dans §, Egh=0, on a nécessairement h = 0. 
Démonstration. — Prenons un 2€, et proposons-nous de calculer (k, 3°). 
D'une part, par hypothèse, c’est toujours = 0. D'autre part, parce que E,h = 0, 
nous avons 
(h, 2°z) =(h)( £2)" (Ea5)) 
+ (h, (Eg) (3 — Egs)) +(h, (4 — Eg) (Eg2)) 
+ (A, (4 — £gz)"(s — £@)) 
= 2U(h,(s — Bgs)*(Lg2)) +(h, (4 — Egz)* (3 — £g3))- 
Si, donc, un z tel que 
(h, (3 — Bgz)*(£gz)) 0 


existait, en posant 
w= \(£g2) +(2— Egz), 


on conclurait que 
(h, ww) =O RAh, (2 — Egz)*(Egs)) + (A, (s — Bgs)*(s — Egs)) 


prend n’importe quelle valeur réelle quand À varie. En particulier, (h, æ*w) 
pourrait devenir négatif, alors que nous avons vu au début que c’est toujours + o. 
Nous aboutissons ainsi à une contradiction. 

Par conséquent, pour tout sEQ, (h, (s — E,z)*(E,3)) doit être o; il revient 
au même de dire que, pour tous EG, Ye &, . 


(h, yx) =(h, (Egy) x) +(h, (Y— Egy’) x) = 0. 


On en tire que pour un élément quelconque de AG, soit Sy jx; (somme finie) 


ona 
(y D 7) x;) —o0, 


d’où, en vertu de l’hypothése que AG est dense dans §, f=o. 


k. Le calcul fonctionnel et l'enveloppe bornée d’un élément hermitien. 


Dans tout ce paragraphe, k est un élément hermitien fixe. 

On remarque d’abord que l’anti-isomorphisme canonique entre T(A) et S() 
établi dans le paragraphe 4, n° 4, c’est-à-dire l’application A -+ À définie par 
(5) Af=(4fY (fe) 
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to 
Le] 
on 


est étendu aux opérateurs affiliés à T(@) ou à S(&). En particulier, 


(13) T= Sf S;— Ty pour fef. 
Soient 
(14) Ti} hah, Si= f dar, 


les représentations spectrales de ces opérateurs avec les E,, les F, continus à 
droite. Comme, en vertu de nul == '9;,,,00 à 


(15) | A= ie F,— FE. 
Soit 
(16) E(A): une fonction de variable réelle, à valeurs complexes, borélienne 


et bornée, dont le support ne contient pas o. 


Définissons comme d’ordinaire E(7,) et E(S,) : 
(17) (MmM=( Ed, ESn=f waar. 


Ce sont des opérateurs bornés, appartenant respectivement à T(C) et à S(&), 
et nous avons 


(18) (Tes E (Sr) OU ECS) EE T;), 
parce que 
CL ECL) Te Hô} co dbf) 
=f safe f ab f à 
=f EG) dB f=E Sn) /, 
où 
(19) £(A) — la conjuguée complexe de &(A). 


De cette relation, nous pouvons tirer que 
(20) | (Ta) =E(Sa)h. 
Prenons pour cet effet z, € & quelconque. Alors 
| (E( Ti) h, 30) 


=((E( Tr) A) #*, 3) 
=(5 (Ti) (Aw"), 2) car E(7:)ET(A)—(S(A)) 
—(E(Tr) Ti", 5) er 
—(Trw*, E(T:)3) d’après le principe du calcul fonctionnel 
—(w*, E(Ty) T3) car ZTyet£(7») commutent 
== (ot, (E(Tr)#)s) car E(7)EeT(A) =(S(A))’ 
(wat E(Tr)h) 
=(w*2", (E(72))%) 


=(E(Sp)h, 2%) d’après (18). 
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D'où (20), grace aux axiomes des algèbres de Hilbert [§ 1, n° 4, (z)]- Ensuite, 
posons 


(1) E[A]=E[ TA, où T= f pre 
Si l’on écrit 
n(À) = que 

n(À) est aussi une fonction qui satisfait à la condition indiquée à (16). Par la 
définition même, il est évident que E[7;] = n(73), d’où, au moyen de (20), 

EA] =E[Tilh=n(Tr)h=n(S:)h, 
ou bien 
(22) E[h] = E[Sr]h, ou §—[S,] =i) Ours. 
D'ailleurs, par le principe du calcul fonctionnel, on a 


ET) Pac Tré[ Tr] CE( Th), 
E[Sx] Sic SrE[ Sa] CE( Sz). 


Par conséquent, si nous prenons un 3€ & quelconque, nous voyons que 


E[h]s=(E[Ti]h)s=E[ Th] Trs —E(Ta)s. 


De même, nous avons 
2E[k|—=E(S:)z. 
On en déduit que 
(23) | Tem=E(Tr), … Sem—E(S). 


Les membres à droite de ces expressions étant des opérateurs bornés, cette 
relation montre que 


(24) E[h] est un élément borné. 
Pour cet élément, nous avons encore 


(25) (E[A] = E[A]; 
(26) | &:[A] [4] = ET], 


où & (A), &(A) sont des fonctions qui satisfont à la condition (16) et 
En effet, pour (25), 


ELA "= (E[ Ti] hy (CEL Tr] "a= EL Sp] a = ELA], : 
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d’après (18) appliqué a<0) dala place de &(A), et d’après (22) appliqué a&(A) à 
la place de (A). Quant à (06), 
[A] E(k] = Time À] = (Tr) ET] A 


CRUEDIGR = ar )s 
= ( [220 ar) i 


== Cf Pan 2e [TiJkh=E [A], 


d’après (14), (16) et le principe du calcul fonctionnel. 


Nous pouvons maintenant énoncer les principaux résultats de ce paragraphe. 


Lemme. — Pour toute fonction (i) de variable réelle à valeurs complexes, 
borélienne et bornée, 
a(T),)kh= a( Sa) h; 


et cect est adhérent à l'ensemble des &{ h]. 
Démonstration. — Posons pour chaque 7 entier positif 


(ar) _ YXn(À) = la fonction caractéristique de l’ensemble des À tels 
que —n<Ài<— ~ ou - SON EN: 


Alors il est manifeste que y,(A) est une fonction assujettie à (16), et 
Xn( Tr) bi ae HE — E_,. 


AA 


On a donc 
(28) — limite forte de ya( 7%) —1—(Æ5— Eo»). 


Soit DE rene E, (À) = À a (À) y (À). Alors €,,(A) satisfait à la condition (16) et 


(29) | Enlk] = En ITR = ( [5 En (A) a aps) 


eed ah alain 


qui tend fortement vers «(7;)(1 — (Es Ey_0)) A grace à (28) et parce que «(7;,) 
est borné. Or nous avons (EZ, — E,_»)h = 0, car 


(CE Ey_o)h) 2 =(Ey— Evo) (hs) = (Ey — Boo) Tu = 0 


pour tout se, d’où Don en tenant compte du paragraphe 1, n° 4 (4’). 


Par conséquent, 
a(7,)h= lim £,[A]. 
n>o 
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Ensuite, en vertu de (13), on a 
tn Ti) h = yn(Sn) he 


D’autre part, on voit, justement de la même façon que (29), que 
En[h] = a (Sn) xn (Sa)h, 
eu égard aussi à (22). En passant à la limite, nous avons donc 


2(T,)h = lim E [A] = (Sr) A. 
“>a 


Proposition 7. — Soit h un élément hermitien dans #. Soient P l'algèbre de von 
Neumann dont le commutant est l'ensemble des opérateurs permutables avec T;,, et. 
de même Q l'algèbre de von Neumann dont le commutant est l’ensemble des opéra- 
teurs permutables avec S), Alors : 


(i) [Ph] =[QA], que nous allons noter ©. Évidemment he ©; 

(ii) © est l'adhérence d’une sous-algèbre de Hilbert commutative de Q; l'algèbre 
de Hilbert achevée provenant de cette sous-algèbre sera désignée par {h i 

(iii) P est engendré par les T,, 2 €{ h } et l'opérateur d'identité, et Q est engendré 
par les S,, c€{h} et l'opérateur d'identité. 

(Voir aussi la proposition 9.) 

Démonstration. — Ad (1). On sait que, pour un opérateur quelconque À de P, 
il existe une fonction borélienne C(A) telle que ¢(7;,)A soit défini et 

t(T,)h= Ah; 


(Pour ce fait voir par exemple [LT], p. 63). D'autant que A appartient au 
domaine de C(7;,), ¢(7,)A est la limite forte d’une suite des éléments de la 
forme «(7,)h, où a(A) est une fonction borélienne bornée. Or les éléments de 
cette deruière forme sont adhérents à l’ensemble des £[k] comme nous l'avons 
vu dans le lemme, nous voyons que|P/| est l’adhérence de l’ensemble des E[h]. 
De la même façon, nous voyons que [Qh] est aussi l’adhérence de l’ensemble 
des €[]. Donc[Ph]=[QA]. D'ailleurs, il est évident que ce sous-espace 
contient h. 


Ad (ii). A cause de (24), (25), (26), il est immédiat que l’ensemble des E[A] 
forme une sous-algèbre de Hilbert de &. 


Ad (iii). Choisissons 7,(À) comme en (27). Alors &,(A) = #(A) xn(A) remplit 
la condition (16) et | L ius 


Eat Ty) — 4 ( Th) Xn v dB Sr a( Ts) (1 7 (4 —É )) fortement 


en vertu de (28) et pour la raison que «(7;) est borné. Donc, si a(o)=0, a( T3) 
est adhérent à l'ensemble des &(7;,) = Ty). Pour «(A) arbitraire, si nous posons 


dy (A) = a (A) si æ(o), 
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nous avons 

Th) = Ti} a (0), 
qui sera contenu dans l'algèbre d’opérateurs faiblement fermée engendrée par 1 
et les 7:4,, à plus forte raison contenu dans celle qui est engendrée par 1 et les 
T,, &E{h}. Réciproquement, parce que {A} est engendrée par les E[A], les 
T;, æ€\h} sont fortement adhérents aux 7;,,, ($1, n°3), donc contenus dans P. 
Aussi avons-nous que P est engendrée par 1 et les T,, rE A}. 


Dériition 3. — Nous allons appeler enveloppe bornée d'un élément hermitien h 
la sous-algèbre de Hilbert { 2} de & que nous avons obtenue dans la proposition 7. 


5. Le commutant d’un sous-ensemble et le centre d'une algèbre de Hilbert. 


Proposition 8. — Les conditions suivantes sont équivalentes pour deux éléments f, 
g def: 

(1) La fermeture de T,T, et la fermeture de TT, coincident; 

(1) La fermeture de TT, et la fermeture de TT, coincident ; 

(1) La fermeture de S;S, et la fermeture de S,S; coincident ; 

(1*) La fermeture de S,S,. et la fermeture de S,S,. coincident ; 

Qu) T,T,et TT, sont tous les deux définis sur un ensemble partout dense 
dans & sur lequel ils coincident ; 

Gi") TT, et TT, sont tous les deux définis sur un ensemble partout dense 
dans & sur lequel ils coincident; 

(ii’) SpS, et S,S, sont tous les deux définis sur un ensemble partout dense 
dans & sur lequel ils coincident; 

(H*) SAS et S,S, sont tous les deux définis sur un ensemble partout dense 
dans & sur lequel ils coincident ; 

(ii) Pour z€ quelconque, 

(af, 8°) = (fs; 8") (= (48, FN) = (84, f*))- 

Avant d’entamer la démonstration, nous esquissons la théorie des opérateurs 
mesurables due à [R. O. I] (chap. XIV) et à Segal [7] (§ 2). 

Un sous-ensemble D de § est dit essentiellement dense par rapport à une 
algèbre de von Neumann M s’il existe une suite Â,, SM, ... de sous-espaces 
fermés de # telle que 

(a) MyM, MA} soit fini [au sens de la théorie des algèbres de von 
Neumann (*) | par rapport à M; 

(b) AA, C A, C 5 
| Ce) CAL, AB, ...J= SH. 

Nous disons dans ce cas que D est défini sur M, A, . 


(+) Voir, par exemple [AVN], p. 241. 
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Un opérateur fermé est appelé mesurable par rapport à M s’il est défini dans 
un domaine essentiellement dense dans § par rapport à M et est affilié à M. 

La théorie générale des opérateurs mesurables nous enseigne que, si nous 
prenons des opérateurs mesurables par rapport à M et si nous appliquons entre 
eux un nombre fini d'opérations telles que l'addition, la multiplication, 
l'adjonction, nous obtenons un opérateur dont la fermeture peut être formée et 
est aussi mesurable, et ces opérations sont faites comme s’il s'agissait d’opéra- 
teurs bornés (à savoir l’associativité, la distributivité, etc. sont valables); que, 
si l’on prend un nombre fini (même dénombrable) d'opérateurs mesurables par 
rapport à M leur domaine commun est encore essentiellement dense; qu'un 
opérateur affilié à M et défini sur un domaine essentiellement dense a une 
unique extension fermée, 

Nous ajoutons ici encore quelques mots sur le comportement de ces opérateurs 
sous l'influence de l’anti-isomorphisme canonique. Soit D un sous-ensemble 
essentiellement dense par rapport à M, qui est défini sur la suite Â,, M, ..., 
où les projecteurs P; sur A; appartiennent à M. Alors D* est essentiellement 
dense par rapport à M’ : sa suite définissante peut être prise comme #;, 
SM, ... et le projecteur sur A est le projecteur P;, image de P; par l’anti- 
isomorphisme canonique. Par ailleurs, le calcul entre les opérateurs mesu- 
rables se transporte précisément d’une manière anti-isomorphe par l'anti- 
isomorphisme canonique. (Par exemple, si A, B sont des opérateurs mesurables 
par rapport à M, les fermetures de À + B, AB, etc. correspondent à celles de 
AP B À .etc.). 

Dans notre proposition, 7;, T, sont mesurables par rapport à T(@) comme 
ceci a été dit au paragraphe 1, n° 4, donc les fermetures de 7,7, et de 7,7; 
existent toujours, et ont un domaine commun essentiellement dense. En ce qui 


concerne les opérateurs 7,7, etc., et les S,S,, etc., les circonstances sont les 
mêmes. 


Démonstration de la proposition 8. — D'après les règles du calcul sur les 
opérateurs mesurables et la relation (2) du paragraphe 1, (i)=(i*), (i')=(i") 
sont évidentes. Quant à (i)=(1’), ceci est vrai parce que (i) et (i’) sont les 
conditions qui se correspondent par l’anti-isomorphisme canonique. Si l'on 
démontre l'équivalence de (i) et de (ii), les démonstrations de (i*)=(ii*), 
G’)=(ii’), G*)=(11*) seront faites de la même facon. Donc tout ce qu'il nous 
reste est de montrer l’équivalence de (1) et de (ii), et celle de (i) et de (iil). 

(i1)> (1). Soit À le sous-ensemble introduit dans la condition (ii), et soit A 
la fermeture de l’opérateur T;T,— T,T;. Soit M l’ensemble des zéros de A. 
A étant un opérateur fermé, 1 est un sous-espace fermé qui, par l'hypothèse, 
contient . Or & étant partout dense dans $, il suit de la que = §, d'où À =o. 


Et ceci signifie, d’après les règles du calcul sur les opérateurs mesurables, que 
les fermetures de 7,7, et de 7,7; coincident. 
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Pour montrer (1)->(il) et (iii) (1), nous ferons une considération prépa- 
ratoire. 7,7, et 7,7, sont définis sur un domaine D essentiellement dense par 
rapport à M qui est défini sur une suite SM,, SM, .... Soit P; le projecteur 
sur U;. Alors P;eT(&), d’où d’après le paragraphe 1, n° 4, PjA CA; et de 
plus, évidemment, P;@& est dense dans AM,. Donc si l’on prend la réunion & 


des P;&, elle est contenue dans &, partout dense dans $, a fortiori dans &, et 
contenue dans D. 


Ceci étant 


(1) (il). D'après l'hypothèse, T,T, et 7,7, coincident sur D, a plus forte 
raison sur $, donc $ répond à notre besoin. 
(11) > (1). Nous remarquons tout d’abord le fait que, sous la condition (ili), 
on a l’égalité 
(af 8) = (fs, 8"), 


même si nous supposons 3€ &. En effet, d’après le paragraphe 1, n° 3, on peut 
prendre une suite 3,, 3:, ... d'éléments de @ qui tend vers z avec les 
|| 7, |I| (= ll] S., ||) bornés. Et sous cette condition, comme nous l’avons remarqué 
là-bas, les T.. (les S,,) convergent fortemeat vers 7, (vers S.). Par l’hypothése, 
pour les z,, l'égalité en question est vraie, et en passant à la limite, nous 
pouvons avoir cette égalité pour z aussi. 


Soient maintenant :€ $ et ae & quelconques. On a alors a € &, d’où, d’après 
ce que nous venons de voir, 
(fsa, g*) = (zaf, 8°) = (8, f' @ 3) = (82, f°“) 
=(T 1,3, a). 
D'autre part, 
(sa, 8") = (fs, 8°@) = (TT ys, a’). 

Donc 

(T;T,z, a*)=(T,T ys, a), pour tout ae X, 


par conséquent ona 


T;T;z—T,;T,z pour tout :€%. 


Or, d’après le théorème du graphe fermé, les fermetures de T,T, et de 7,7, 
sont toutes les deux bornées sur chaque ÂM,. SA A; étant dense dans SL, il 
s’ensuit qu’elles coincident sur AM,, d’où sur leur réunion qui est fortement 
dense dans 4. Par conséquent, la fermeture de 7,7, coincide avec la fermeture 
de T,T;. | : 

(i)=(iii). Pour démontrer (iii) sous la condition (1), il nous faut encore 
faire quelques préparations. Soit D' le domaine commun des quatre opéra- 
teurs 7,T,, TeT ys Tn Ts TT et soit D" le domaine commun des SeSrs Sas 
Sas, SS. Puisque S,S; ete. correspondent à 7,7, etc. par l’anti-isomorphisme 
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canonique, D' correspond à D' par l'anti-isomorphisme canonique c’est-à-dire 
D'—(D')". D'ailleurs, D'(D”) est essentiellement dense par rapport aM(aM’). 

Posons = D'ND'Na. Comme D" =(D’)*, € est un sous-espace linéaire 
involutif. Nous allons observer de plus que € est dense dans &. En effet, D’ 
étant essentiellement dense par rapport à M, il est défini sur une suite, disons 
AU, M, .... D' est également défini sur une suite A, A", ... en faisant 
le même argument par rapport à M’. Posons P;(resp. Q;) le projecteur sur AT. 
(resp. sur SAV). Alors 
(a) P;eT(&), Q;ES(A), 
d'où P;, Q; commutent et P;Q; est projecteur, 
(6) P,2P,2..., limite forte de P;=1, 

Q,2.0,.2..., limite forte de Q;=1. 

De ces deux points, nous avons que 


(y) P,0.2 P,0,2...., limite forte de P;Q;=1. 
Maintenant, d’après le paragraphe 1, n° 4, nous avons que 
(à) P;Q;&ca. 


La réunion des P;Q;€ que nous allons noter €, est donc contenue dans &, 
D'autre part, 
P;Q;acP;$c (Ja; 2,100) 

d’où €, CD’. De même, €, CD". Par conséquent, 
(e) &canD'nD'— €. 
Or (y) montre que €, ést partout dense dans @, donc, à plus forte raison, 
€ l’est aussi. 

Ensuite nous posons CU’ l’ensemble des éléments s de & qui satisfont aux 
relations 
(6) (sf S)=(fs8"), (8) = (fs, 8°). 


Il est manifeste que & est un sous-espace linéaire involutif de $. Notre but 
suivant est de démontrer que, si t€€ et 3€, ts et s¢ sont dans ©’. D'après 
l'hypothèse, T,T,= T,T', sur D’, a fortiori sur €, nous avons ; 
(a) S)=S rte) = (gts, f*) = (st, f*s*) 
= (Tt, Ts") = (Ty Tze, 2*) = (T,Tyé, 3°) 
= (Tyt, Tes") = (ft, 8*s") = (f(t); 8°). 
Nous avons déjà remarqué que (i) et (i*) sont équivalentes. Donc le même 


raisonnement est valable pour /* et g*, et nous obtenons la seconde relation 
de (©), ayants a la place de 3. Par conséquent, 13€ &'. Quant a zt, il appartient 


x? SUR LES SOUS-ALGEBRES D’UNE ALGEBRE DE HILBERT. 229 
à A’ vu que €, @’, & sont tous trois involutifs. [On pourrait montrer que ste @’ 
en faisant le même argument sous les conditions (i’) et (i’*). ] 

Considérons ensuite l’ensemble A’ = TX + AGE, c’est-à-dire l’ensemble des 
éléments de la forme Sst Dds l, (somme finie) où ¢;, (ET, z;, 7,E@. 
CX” est non seulement un sous-espace linéaire involutif, mais aussi une sous- 
algèbre de &, parée que TC A. Donc ” est une sous-algèbre de Hilbert de & 
et, de plus, il est partout dense dans §, parce qu’il est d’abord dense dans & & 
vu que € est dense dans & et ensuite & & est dense dans $, d'après l’axiome 2° 
(w) de l'algèbre de Hilbert. Par conséquent, & est l'algèbre de Hilbert achevée 
provenant de &”, d’où il suit que tous les éléments de @ sont bornés par 
rapport à CU’. Prenons un élément quelconque y de &. D’après le paragraphe 1, 
n° 3, il existe une suite yi, yo, ... d'éléments de &/ qui tend vers y avec les 
NT CEA Lye LS. ||| = ||] S,«||]) bornés. Maintenant les y, sont des combi- 


naisons linéaires des éléments de la forme #3, sf, où ET, ze, qui sont 
contenus dans (’, et les y, appartiennent à CU aussi. Autrement dit, nous avons 


(af 8°) = (yes) (Ins 8°) = (Pn 8) 
pour tout ». En passant a la limite (ce qui est légitime vu que, sous notre hypo- 
thèse, les 7, convergent fortement vers 7,, etc), nous avons les relations (C) 
aussi pour y ou, par définition, y appartient à @’. Ceci implique que U =, 
et en particulier & CE. Donc nous avons bien pour les éléments de & les 
égalités (C). RAE as VOS LE 


Remarque. — Si l’un des deux éléments jf, g est borné, nos conditions sont 
encore équivalentes aux suivantes : 


(iv) 7; et T, commutent au sens usuel; 
(iv*) Ts et T,. commutent au sens usuel; 
(iv’) Sy; et S, commutent au sens usuel ; 
(iv’*) Sp. et S,, commutent au sens usuel; 


ees = sf 
ARRET 
Derinrtion 4. — Soient /, ge #. Si l’une des conditions équivalentes de la 


proposition 7 est remplie, nous appelons /, g commutatifs. 
Suivant cette définition, lorsque j et g commutent, /* et g* commutent aussi. 
D'ailleurs, il est évident que cette définition étend la notion de commutativité 
entre deux éléments bornés au sens ordinaire (vozr aussi la remarque ci-dessus). 


Lemus. — Soient A, B des opérateurs hermitiens, affiliés à T(C) et mesurables 
par rapport à T(@). Si A, B sont commutalifs en ce sens que la fermeture de AB 
et celle de BA coincident, alors A, B commutent au sens de von Neumann [4], c’est- 
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a-dire les projecteurs spectraux de A et de B commutent. Et dans ce cas, tous les 
opérateurs bornés, fonctions de A ou de B, commutent entre eux et avec A et B (au 
sens usuel du mot). 

Démonstration. — Dans l'hypothèse faite, on voit sans peine que, d’après les 
règles du calcul sur les opérateurs mesurables, 


AT Aso 28 
= pers 
la fermeture de mr B — la fermeture de Fe 


c’est-à-dire le transformé de Cayley U, de A commute à B. De la même manière, 
on voit que le transformé de Cayley L, de B commute à U,. Or alors il ne s'agit 
que d'opérateurs bornés, done U, et U, commutent au sens ordinaire. Il suit 
de là que les projecteurs spectraux de U, et de U,, done ceux de A et de B 
commutent. D'ailleurs on sait, grace à la théorie générale des opérateurs 
hermitiens, que, sous cette circonstance, tous les opérateurs bornés, fonc- 
tions de A ou de B, commutent entre eux et avec A et B, et ceci conclut la 
démonstration. 


Proposition 9. — Soit h un élément hermitien de $. Alors tous les éléments 
commutatifs à h commutent à tous les éléments dans l'enveloppe bornée {h} de h. 


Démonstration. — Soit f commutatif à k. Alors il est immédiat que f* 
commute 4h. Donc f+ f*, i(f — f*) commutent a. Pour cette raison, nous 
pouvons supposer que / soit hermitien. 

Prenons une fonction €(A) comme en (16), et considérons l'élément &[ 4] 
de (21). D'après (23), T:5 —E(T3). Or le lemme précédent montre qu’alors 
Tin et Ty commutent. Et ceci revient à dire, vu la remarque faite après la 
proposition 8 et par définition, que f et €[ À | commutent. 

Maintenant, l'élément quelconque de | L} est adhérent à l’ensemble des E[A], 
et par suite, grace à la proposition 8 (iii), il commute à f. 


Tutorime 2. — Soit € un sous-ensemble quelconque de §, et soit £ l’ensemble 
des éléments f de § tels que f et f* commutent à tous les éléments de €. 

Alors l’ensemble % des éléments bornés contenus dans ¥ est dense dans F et 
forme une sous-algèbre de Hilbert de &. 


Démonstration. — & est évidemment une sous-algébre involutive de &. Donc 
il s’agit seulement de montrer la densité de # dans £. 

# est un sous-espace involutif ainsi que #. Par conséquent, pour montrer 
que # est dense dans #, il suffit d’établir que les éléments hermitiens de £ 
peuvent être approchés autant qu'on veut par les éléments de &. 

Soit donc A un élément hermitien € £. Prenons un ge €. Alors grâce à la 


proposition 9, nous savons que tous les éléments de {h} commutent à g. 


{A} étant involutive, ceci dit que tous les éléments de {h} commutent à g ainsi 
que leur adjoint. Ceci étant vrai pour tous les g€É, on voit que {hicF. 


\ 


pt bs Pe 
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D'ailleurs, {h} consiste en éléments bornés, donc est contenu dans #. Enfin, 
d’après la proposition 7, l’adhérence de {A} contient h et, a plus forte raison, 
h appartient à l’adhérence de &. C0 RE 


Dérmition 5. — Soit € un sous-ensemble quelconque de §. La sous-algébre 
de Hilbert # de & qui consiste en les éléments bornés commutatifs à tous les 
éléments de € ainsi que leur adjoint (qui est considéré au théorème 2) est 
appelée commutant de €. Elle sera aussi désignée par €’. 

Proposition 10 (°). — Soit € l’ensemble des.éléments commutatifs à tous les élé- 
ments de À (l’ensemble des éléments centraux de Q) et € l’ensemble des éléments 
bornés dans €. E, est le projecteur sur €. Alors : 


(i) Cest une sous-algèbre de Hilbert de & qui est dense dans € ; 

(il) Les éléments de € sont permutables avec tous les éléments de & et E, envoie 
un élément borné arbitraire pour & dans €; 

(iii) E(af)=E (fe) pour 2€ 8, fEG; 

(iv) E.(sf)=sE,f pour s€C, fE§ ousEe€, fed; 

(v) St f est hermitien positif, E, f Vest aussi, et E,f==o entraine f=o 
lorsque le projecteur caractéristique de & est 1. 

Il sera naturel d’appeler cette sous-algèbre de Hilbert € le centre de & malgré 
que cette terminologie soit souvent employée en un autre sens. 


Démonstration. — Ce sont des conséquences des théorèmes 1,2 êt des propo- 
sitions 4, 5, 6 excepté (iii). Pour la dernière assertion de (v), souvenons-nous 
de la définition du projecteur caractéristique qui était exactement le projecteur 
sur [ AC]. Par suite, la condition que le projecteur caractéristique soit 1 signifie 
que &C est dense dans #. 
- Pour montrer (iii), prenons a€ & quelconque. Alors 


(Ee (sf), a) = (af, Eca) =(f, 2" (Eea)) = (f, (Eca)s) 
= (Ja; Eea)=(E¢(fz), a), 
parce que, étant un élément de €, E,a commute à tous les éléments de &. D'où 
assertion vu l’arbitraire de a. 


6. Les algèbres d'opérateurs T?(@), S%(@). 


Dans ce qui suit, nous suivrons les notations du paragraphe 2. 


Proposition 11. — Le projecteur maximal de T(G) est le projecteur P 
sur [BA] et celui de S*(@) est le projecteur P' sur [AG]. Par suite, tous les 
opérateurs de T*(@) (de S*(@)) appliquent [BQ] ([A@]) dans lui-même 


A Se ee _ _ 
(5) Cette proposition n’est pas nouvelle. Cf. Godement [2], Sunouchi [3], et aussi [ AVN] (chap. |, 


§ 5, exerc. 4). 
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et (BAL ((AB)+) dans o. De plus, P et P' se correspondent l’un à l’autre par 
l’'anti-isomorphisme canonique entre TCL) et S(X). 


Démonstration. — Le projecteur maximal de T*(@) est le projecteur sur le 
sous-espace fermé engendré par les Af pour AET*(G) et fe #. Ce sous- 
espace est [|], comme on le voit aisément, 

Ensuite, soit / contenu dans [@@]. Alors, évidemment 


fre[aa], doar Pf'=f. 


Par conséquent, 
Pp 2s (PP Pt ee army 
Soit f cette fois dans l’image de P. Alors 
Pf=(Pf}"=(Bf}=ft, dor fre[aB], dor fe[@dal. 
On voit ainsi que P= P’. 


CoROLLAIRE. — Il existe un projecteur P dans T( CL), tel que € = PPA soit 
une algèbre de Hilbert qui contient ® et que T°(@), S&(B) soient des algèbres 
de von Neumann (P désignant l'opérateur de 8() correspondant à P par l’anti- 


isomorphisme canonique ). 


Démonstration. — Il est clair que le projecteur P sur [G&] est contenu 
dans T(&) et le projecteur P’ sur | AB] est contenu dans S(&). Alors on sait 
que, pour ae, Page et P'ae (voir §1, n° 4). Puisque, grâce à la 
proposition 14, P, P’ se correspondent l’un à l’autre par l’anti-isomorphisme 
canonique entre T(&) et S(L), on a 


(PP'&)(PP'a;)=(P(P'&))(P'Pa;) = P((P'a,) P'(Paz)) 
= P(P'((P'a) (Paz)))ePP'A, 
(PP'a)* = P'Pa*ePP'&. 


On en déduit que PP'& est une sous-algébre de Hilbert de & qui sera désignée 
par €. En ce qui concerne cette algèbre, il est clair que BCE, et l’on aura 
sans peine que [GC]—=[CB]|—= §,, ce qui établira que T°(@) et S(B) sont 
des algébres de von Neumann d’après la proposition 11. 

CO De 


Nous allons ensuite établir que l'application de restriction de T4(@) 
dans T(@) est un isomorphisme surjectif. Plus précisément dit, d’abord, grâce 
à la proposition 4, tout opérateur de T?(@) est réduit par §,, donc si l’on 
restreint son domaine à §,,, nous avons une application de restriction qui est 
manisfestement un homomorphisme, et il s’agit de prouver que celle-ci est 
biunivoque et surjective. Pour cela nous ayons besoin de prolonger un opérateur 
quelconque de T(@) en un opérateur de T(&). Soit done un opérateur A® 
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de T(@) prolongé en un opérateur 4 de T(&). Alors si l’on prend un élément 
de la forme 


m 
(30) wast) ts; (s, FEH@, 3; E À), 


j=" 


nous avons forcément 


Aw= As + D A(is;) =As+ Ÿ (At;)5;= AGs + (A814; 5). 


Î=A Va j=1 


Nous commençons ainsi par associer à w I’élément 


mt 


ABs +) (ASt;)z;, 


ya 
et c'est ce procédé que nous appelons dans ce qui suit le prolongement canonique. 


Lemme 1. — Tout opérateur A® de T(G) se prolonge canoniquement en un 
opérateur borné A* sur M =| BAX). L'application A® > AA est un tsomorphisme. 
AT®(bEG) correspond Vopérateur Ti, la restriction de T, à HM. De méme 
pour S(G). 

Démonstration. — Posons €—#,+#,&, c'est-à-dire l’ensemble des 
éléments de la forme s+) t;z;, Où 5, 1,€ #),, :,€ &. C'est un sous-espace tel 


que@>§,.[t]=— Mt. 


Nous allons associer à A® un opérateur A® sur € qui prolonge A®. Prenons 
pour cet effet un æE® et fixons-en une expression : 


™m 
wast > tj 5). 
j= 


L'élément s’ que nous voulons associer à æ par A® est défini par 


> t m 


(31) w= Abs+ Ÿ (ABE) 5). 


j= 


Évidemment, c’est aussi un élément de €. 


Donnons-nous un € > 0, et supposons que 


[|| Sz, {Il = 7 CEST a a 
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T(@) étant engendrée par les 7%, b EG, il existe, grace au théorème de densité 
de Kaplansky (*), un be &@ tel que | 


I 78 tll ZN 49 II 
|| A®s — ds || Z —— Fi’ || AGe;— bt;|| 2 (71, 2, «++, M). 


1+mM 


Or d’après le théorème 1, on sait que ||| T# ||| = ||| T, |||, d'où l'on déduit que 
"| a 4@s+ > (461,3; 
j 
Z|| bs +> (64)s;|] + || Ass — bs | 


J 


= | (ua) 
j 


Zl Zo Ills + ts +e 


+>; || (A®z;) 3; — (64) 3;|| 


| + || A®s — bs || 


+) || S.(484— bt) | 


/ 


|] AS||]. || # |] + 8 


< étant arbitraire, nous obtenons 


(32) #1 ZI AS 11. 1 1. 


Si donc w—0o, w'—0o. Par conséquent, on voit que deux expressions 
différentes d’un même élément de € donnent le même élément par passage 
de (30) à (31). Nous avons ainsi un opérateur A® bien déterminé sur €. De 
plus, (32) assure que A® est un opérateur borné sur €, de sorte qu'il peut se 
prolonger uniquement par continuité en un opérateur sur M, que nous allons 
écrire A, On a donc || AM ||| ||| 46 ||}, et, évidemment, même 


(33) NAME = 11 48 IIL. 


Pour les propriétés de l'application A8 —+ A®, il est immédiat qu’elle conserve 
l'opération linéaire, et l'opération de multiplication. Évidemment elle est 
biunivoque. De plus, elle conserve l’adjonction. En effet, soient 


m n . 
: al 
pl) — Hey th git), ow?) EDS (sed. 
= 


RAA 


(5) Voir Kaplansky [3] ou [AvN], p. 46. 
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Alors 


m n 


\ 4 \! 2 9 2 9 
(34) (Au, wed) = A@s') +S) (ASH) 20), 5-4. Ÿ 120212) 


J=1 ki 
m n 


9 a ” 9 : , 9) 9 
= (ABs), sl?) +); ((ABE?) gh), 51) +Ÿ (Aas, DEEP) 
il sw 
SABE) BD. 02) 202) 
>, (APT Vay Ee BP), 

j,k 


Or, en utilisant (9), ona 


(ABH) 2;, 9?) = (ABE), si) g*) — (At), Bg (sa) 
= (AGE), SE 20) 
= (477, (AB)*(s?) (Bigsi™))) 
= (457, ((AB)*s?)) (Bgs™)) 
= (ey, ((A®)*s(2)) 2i4*) 
= (40260, (AB)*s0), 


CC 


Donc, on peut écrire (34) sous la forme suivante : 


m 


(sit, (A@ys)) + D (tp a, (A) sh) 


J=4 


+2 (sn, (ASAP) 22) + D PP, (CAS) AP) 2) 


Er j,k 
= (wilt), (48) 24 Ÿ (48) AP) 2). 
On en déduit que : = 
(AM) 99) = (48ÿ + TS (AS) Ee) 2, 
Kaz 


ce qui montre que (A*)* est l'opérateur associé à (A®)*. Nous avons pu ainsi 
constater que l’application 4% > A* est un isomorphisme. 
Enfin, soit b€@. Alors, si l’on prend un élément de la forme (30), on a 


m 


THe = T85+Y¥(T#t;)sj=bs+ >, (bt})z; 


Ti fat 
== bs +) b(t;2;) = (s+ Dye) )= Te, 
js! yet 


d’où immédiatement 7 = T, y. (D'ailleurs on s’est servi de cette relation au 


cours de la démonstration.) 
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Lemme 2. — Soit A un opérateur de T(&) commutatuf à Ex, et soit AS sa 
restriction sur §,,. Alors A®ET(@). | oR 

De plus, A est réduit par PA =[ BAX], et sa restriction A, gq sur BM est identique 
à A® obtenu dans le lemme 1 en partant de AS ci-dessus. 

De même pour S( CL). | 

Démonstration. — A est réduit par §, et donc induit sur #,, un opérateur 
borné A®, Puisque À € T((), A est permutable avec tous les opérateursS., EC, 
donc permutable avec tous les S,, æ€ @. Par conséquent, A® est permutable 
avec tous les S8, dong il est un opérateur de T(@). Moyennant le lemme 1, 
AS se prolonge canoniquement en un opérateur 4% sur A. 


Prenons un élément de la forme (30) : 
m 
wast > ts. 
j=1 


Alors, parce que A commute à la multiplication à droite par un élément de &, 
(35) Aw= As +); A (t;3;) = As+Ÿ (At); 


= J=1 


= ABs + (ASi;)2;— AV: 
j=1 
De cette relation, on tire tout de suite que 4 A C A. Si l’on remarque que, en 
même temps que A, A* commute a E,, on a aussi A* SUC A, d'où il s’ensuit 
que A est réduit par SA. Ensuite, également d’après (35), on voit que Ai gy A. 


THÉORÈME 3. — Tout opérateur AS de T(@) se prolonge canoniquement en un 
opérateur A de T(G), qui sera obtenu en posant 


(36) Aa— AM (sur M— [BA |), 
=) (sur ont), 


où AM est l'opérateur obtenu dans le lemme 1. 

L'application A®-> A% est un isomorphisme normal de T(@) sur T(@), Elle 
transforme T® en T, et l'opérateur d'identité en le projecteur sur AX, le plus grand 
Projecteur dans T°(@). 

De méme pour 8(@). 


Démonstration. — Il est évident, d’après le lemme 2, qu’on obtient un iso- 
morphisme moyennant le procédé indiqué dans l’énoncé du théorème. Concer- 
nant cet isomorphisme, nous établissons d’autres propriétés en plusieurs étapes. 

1° ATET*(G) : On déduit d'abord de (33) et de (36) que 

NA = ||| 48 II]. 
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Pour. moniray que A® est fortement adhérent aux 7,, b€@, prenons un 


nombre fini d’éléments de §, soient fu), fi, ..., f". Soit P le projecteur 
sur JH. Alors il existe des éléments wl, w?), ..., 0" @€ (voir le lemme 1) 
tels que 

PPh wi ee (ra...) 


4 |] AS {| A il 


pour € >o donné. Les #1 sont représentés à leur tour sous la forme suivante : 


(k) — (kh) (k) p(k) 
(37) wl) — 5 +e 2 


fini 


Grâce au théorème de densité de Kaplansky (°), on peut prendre bE@ tel que 


II 7 Il] =I 7F Ul || 4 [I 
[ASS A bs) |], | ABE pb || aah’ 
ou M>o ss un nombre qui majore tous les IS FU 


éléments 1” qui interviennent dans les expressions (39). 
On sait, au moyen de la proposition 11, que 7,s’annule sur A4. Quant à 4%, 
il s’annule sur A2 par définition. Nous avons done 
ARS — TifAI=IALPFE— Ty Pf || 
|| 42 0) — TB wih || + |] AA (CP PE — wl) || + |] To PSY — svt) | 


y La wylie k) -(k 
4 | Aes + (Aer! Ja — (d5¥0-+ ¥ vest ) | 


+ | AS AI Pf — we |] + [I] Zo [I] | PLO — we | 
oe — bslh) + Dil Sa (eae bu) || += 


ce 


Ceci constate bien que A® est fortement adhérent aux 7,, be @, comme nous 
voulions établir. — 
9° Par l’application A®-> A*, T, correspond à 7® pour bEG. 
En effet, 7#' = T, 9, d'après le lemme 1, et comme 7, s’annule sur Mt en 
vertu de la proposition 10, on voit, à cause de (36), que 


Po — Ty. 


3° Par l'application A®— A4, l'opérateur d'identité se transforme en le 
projecteur sur A. C’est évident. 


4 L'application A®-> A* de T(@) dans T*(@) est surjective. 

D’ après la proposition 4, §, est réduit par tous les opérateurs de Tu(@). 
Done, si l’on prend un opérateur A€T*(&@), et si l'on désigne par 4% sa 
restriction sur $,, on a, grâce au lemme 2, que A® ET(@) et que la restric- 
tion Aj, de A sur AM est identique à A™ obtenu en partant de cet 48. Or, 
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grace à la proposition 11, A s’annule sur At, donc A coincide avec A* qui 
provient de A®. Comme cela nous voyons que A est l’image d’un opérateur 
de T(@) par l'application énoncée. 


5° Notre isomorphisme est normal (’ ). 

A est invariant par rapport à T4(@). Donc l’algébre d’opérateurs (T"(@)), gy) 
induite sur Jl est une algèbre d’opérateurs faiblement fermée dont le projecteur 
maximal est l’opérateur d’identité sur SM. Par suite, (7% (@)), gq est une algèbre 
de von Neumann et l’application 4®-> A# fournit un isomorphisme de T(@) 
sur cette algèbre de von Neumann, en conséquence, elle est ultrafaiblement 
continue. Il suit immédiatement de ceci que l’isomorphisme donné dans le 
théorème est normal. 


Tuéorëme 3’. — Pour tout opérateur A® de T(G), u existe un opérateur A 
dans T(&) qui prolonge A®. S'il en existe plusieurs, ils coincident l’un avec 
l’autre sur WA — [BA], et leur restriction Aig, à HA est un opérateur de MA 
dans MM avec || A. gy) |] = ||| A ||. 

En particulier, il existe un prolongement qui est contenu dans T*(@). Il est 
unique et caractérisé par le fait qu'il prend la valeur o sur (G@&)+. 


Démonstration. — D'après le lemme 2, il est évident que tous les prolonge- 
ments de A® contenus dans T(@) coincident sur A. Le reste est une consé- 
quence immédiate du théorème 3. 


CoroLLAIRE 1. — Lorsque GA (donc aussi AB) est dense dans §, tout 


opérateur de T( 0) [de S(@)] se prolonge d'une manière unique en un opérateur 
de T(&) [de S(&)]. 


CoroLLAIRE 2. — Étant donné un élément a borné pour &, si l’on a T, ET (@) 
ou bien S,ES(@), alors aEe@. 


Démonstration. — Nous allons supposer que 7,€T*(@). D'après le 
théorème 3, T, est le prolongement d’un opérateur ASET(@) suivant le 
procédé indiqué dans l'énoncé du théorème 3. Or pour un élément se$, 
quelconque, on a grâce à (9) et à l'hypothèse, 


(Ega)s= Ea(as) = F'g(A8s) = ABs, 
On en déduit que 4°= T¢, en posant b= E,a. Alors, en vertu du théorème 3, 
1p TS 


par suite, moyennant le paragraphe 1, n° 1 (ie), a= bER, 


a EL, OÙ vue a ey 
(7) Pour ces passages, voir [AVN], p. 56 et suiv. 
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Proposition 12. — Un opérateur A de T(QL) est contenu dans T*(@) si et 
seulement si A est permutatable avec E go CL s'annule sur (GAL. 
De même pour S(&). 


Démonstration. — Soit AET*(@). Alors, la proposition 4 montre que A est 
permutable avec E, et donc, d’après la proposition 41, A s’annule sur (BX). 

Inversement, soit A un opérateur de T(@) commutatif à Æ, et nul 
sur (BQ)+. Alors, grace au lemme 2, la restriction de A a §,, est contenue 
dans T(@), et, pour son prolongement à § tout entier comme un opérateur 
de T(&), le fait qu’il s’annule sur (@) est caractéristique pour qu’il appar- 
tienne à T*(@), en vertu du théorème 3’. Or, d'après l’hypothèse, À possède 
cette propriété, d’où immédiatement A€T(&@), 


Tutorime 4. — Supposons que BA (et donc AG aussi) est dense dans #. 
Sous cette hypothèse, T*{®) et S*(B) sont des algèbres de von Neumann et leur 
commutant est l'algèbre de von Neumann engendrée respectivement par S(&) 
eum etpar T() ét he 


Démonstration. — Grace à la proposition 11, il est évident que T*(@) 
et S%(3) sont des algébres de von Neumann. 

Ensuite, soit A l’algébre de von Neumann engendrée par S(&) et Eg. 
D’après la proposition 4, £, commute aux 7,, æeG, d'ou l’on voit tout de 
suite que T%(@)CA’. Établissons la relation d’inclusion de sens contraire. 
D'abord, parce que 

A>S(&), A'C(S(A)) = T(X). 


Donc, dire qu'un opérateur A appartient à A’, c’est dire que A est un opérateur 

de T(C) qui permute avec Æ,. En raison de ce que, par hypothèse, (@A)4 se 

réduit à (0), nous voyons enfin, grace à la proposition 12, que AET*(B). 
(0. FD. 
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L’ESPACE 


DONT 


CHAQUE ELEMENT EST UNE COURBE 
N'EST QU'UN SEMI-ESPACE DE BANACH 


Par M. Maurice FRÉCHET. 


PREMIÈRE PARTIE. 


DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES. 


Introduction. 


La combinaison, réalisée à peu près simultanément et indépendamment, par 
Stephan Banach, Norbert Wiener et Hans Hahn (*), de la notion d'espace 
vectoriel abstrait, introduite par Grassmann et de celle d’espace distancié, qui 
nous est due, a rendu de grands services. Elle a fourni un cadre commun aux 
théories de nombreux espaces (géométriques, fonctionnels, etc.) trés importants. 

Tout espace ayant la puissance du continu peut étre considéré comme un 
espace de Banach. Il suffit d’établir une correspondance biunivoque entre l’espace 
considéré et l’espace de la géométrie élémentaire — qui est un espace de 
Banach — et de définir dans l’espace considéré la somme, la norme, le produit 
par scalaire et l’élément neutre, au moyen de cette correspondance. Mais il est 
clair qu’une telle correspondance peut conduire à des résultats contraires à notre 

(*) Mais c’est Banach qui en à édifié la théorie. 
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intuition. Par exemple, quand les éléments de l’espace sont des courbes, il 
pourra arriver qu'une courbe soit très éloignée de l'élément neutre, alors que 
sa norme est très petite. 

On est donc conduit à ne présenter un espace important comme un espace de 
Banach que si l’on peut y définir de façon raisonnable, en accord avec la nature 
de cet espace, la somme, la norme, l'élément neutre et le produit par scalaire. 

Cette nécessité, vite reconnue, sinon explicitement, du moins implicitement, 
a amené à considérer que certains espaces mathématiquement importants ne 
devaient pas être considérés comme espaces de Banach. 

L'idée se présentait alors de tourner la difficulté, en considérant ces espaces 
réfractaires comme des espaces de Banach généralisés, c’est-à-dire de ne plus les 
astreindre à tous les axiomes et à toutes les définitions qui sont à la base des 
espaces de Banach. 


UNE PREMIÈRE CATÉGORIE. — Nous avons pu formuler une première telle généra- 
lisation pour des espaces où l’on était amené à distinguer la distanee de deux 
points et la longueur du vecteur qui les joint. Nous avons ainsi défini les espaces 
« topologiquement affines » et nous en avons étudié la théorie (*), dont depuis, 
d’autres auteurs ont donné des applications importantes. 

Dans l’espace de Banach, on représente par || £|| la norme de & et l’on définit 
Ja « distance » (£, €,) de deux éléments €, &, par l'égalité classique 


(Eh) = HEF (ae 


Dans les espaces « topologiquement affines », on ne maintient plus cette 
égalité. Les propriétés des espaces vectoriels et celles des espaces distanciés 
continuent a y coexister, mais à peu près indépendamment. 


UNE GENERALISATION DANS UNE AUTRE DIRECTION. — Nous avons récemment montré (*) 
que l’espace dont chaque élément est une courbe ne peut être considéré 
comme un espace de Banach, au moins quand on précise la nature de cet espace 
et quand on y définit de façon naturelle le produit par scalaire, la norme et 
"élément neutre. 

Ceci nous a amené à nous demander si l’on ne pourrait imaginer une autre 
généralisation de l’espace de Banach (d’ailleurs dans une direction tout à fait 
différente de notre première généralisation) et qui permettrait de considérer 
l’espace des courbes comme un semi-espace de Banach. 


tei ee Dans arts eh ee ct Lili a 
(?) Les espaces abstraits topologiquement affines (Acta Math., 1. 45, 1925, p. 25-52). 
(*) L'espace des courbes n’est pas un espace de Banach (C. R. Acad. Sc., t. 250, 1960, p. 2787- 
2790). Note développée dans un article sous le même titre (dans la langue internationale 
Esperanto) dans J. Math. pures et appl., t. 40, 1961, p. 197. 


Voir aussi: Simplification d'une démonstration donnée dans une Note précédente (C. R. Acad. 
Se., t. 251, 1960, p. 9). 
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C'est qu’en effet, l’espace des courbes est un espace d’une importance extrême 
en mathématiques pures ou appliquées et que si l’on devait renoncer pour lui, à 
faire un usage quelconque de la théorie des espaces de Banach, le champ d’appli- 
cation de cette théorie se trouverait rencontrer une limitation majeure. 

Nous allons voir que notre seconde généralisation consiste à ne plus conserver 
tous les axiomes à la base de l’espace de Banach. Et, plus précisément, ce sont 
seulement : 

l’axiome 

« (E+ G1) + = E+ (Ext &) » 
et l’axiome 
«&+h=e+& entraîne À, = fo 
auxquels on aura à renoncer. On les remplacera par deux conséquences plus 
faibles (p. 253) de ces deux axiomes. 


Question à étudier. — 1° Il serait intéressant de voir s’il existe d’autres espaces 
importants qui sont dans le même cas que l’espace des courbes. 


2° S'il en est ainsi, il y aurait lieu de chercher quelles sont, en dehors des 
axiomes, les propriétés des espaces de Banach qui se conservent pour les semz- 
espaces de Banach. 


Le nouveau problème. 


Rappez. — Dans notre travail cité plus haut (p. 242), l'espace considéré était 
l’espace des courbes continues orientées; nous y aviuns adopté des définitions 
du produit par scalaire, de l’élément neutre et de la norme qui semblent les plus 
naturelles possibles. (C'est pourquoi nous reprendrons ici ces mêmes défini- 
tions.) Et nous avions prouvé qu'on ne peut d'aucune manière y définir une 
somme qui satisfasse à tous les axiomes de Banach. 


LE NOUVEAU PROBLÈME. — Au lieu de l’espace des courbes continues orientées, 
on considère souvent aussi des espaces constitués chacun seulement d’une 
famille # de courbes continues orientées : l’espace R des courbes rectifiables, 
celui des courbes analytiques, celui des courbes unicursales, etc. 

Pour toutes ces familles de courbes, les définitions que nous avions précé- 
demment adoptées — et que nous rappellerons plus loin — semblent encore les 
plus naturelles et nous les maintiendrons. Mais nous procéderons différemment 
pour la somme. Au lieu de chercher s’il existe une définition de la somme qui 
fasse de la famille F considérée un espace de Banach, nous poserons, a priort, 
une définition de la somme qui paraît naturelle. Nous savons déjà que, associée 
aux trois notions déjà mentionnées, elle ne fait pas de la famille # un espace 


de Banach. Nous verrons qu'elles n’en font qu'un semz-espace de Banach (?). 


RE LT CN LR en ER diet, ne RE dr. 
(1) Bull. Se. Math., 1961. 
(2) Les deux parties du présent Mémoire développent respectivement deux Notes parues aux C. À. 


Acad. Sc., t. 251, 1960, p. 1258 et 1702. 
Mun Ze borne (3\e LXXVIIL— FASSS. 31 
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Derinitions. — Nous appliquerons les définitions qui vont suivre à une famille # 
de courbes (supposées au moins continues et orientées). 


1. Produit par scalaire. — Dans l’espace de la géométrie élémentaire, le 
produit d’un point X par un nombre a est l’homothétique de X relativement à 
une origine fixe, dans le rapport a. | 

Il est alors bien naturel d’appeler produit d'une courbe E de la famille & par le 
nombre a et de représenter par a.Ë, l’homothétique de © relativement à une 
origine fixe, dans le rapport a. Mais il est souhaitable que cette opération ne fasse 
pas sortir de # (ce qui est un des axiomes de Banach, numéroté 6°, plus loin). 
Nous astreindrons done la famille # à la condition suivante : 


Condition B. — Toute homothétique d'une courbe de 4 (ou au moins toute 
homothétique relativement à une origine fixe) appartient à la famille #. 

(C’est une condition qui est remplie par les familles les plus importantes de 
courbes, en particulier par celles citées plus haut, p. 245.) 


2. Élément neutre. — Quand a — 0, le produit a.€ se réduit à un point: le 
centre fixe d’homothétie. Or, si nous choisissons des définitions naturelles, 
nous souhaitons, en outre, qu’elles satisfassent aux axiomes ou a des axiomes 
de Banach. Dans un espace de Banach, le produit 4. n’est autre que l'élément 


neutre 0. 
Nous sommes done conduit : 


1° à prendre pour élément neutre de ¥ une courbe réduite à un point, soit le 
point 9; 

2° à prendre 0 pour centre d’ homothétie dans la définition ci-dessus du produit 
par scalaire. 


Condition A. — La convention 1° implique la condition que la famille # 
conitenne au moins une courbe réduite à un point. 


3. Norme. — Dans un espace de Banach, pour qu’un élément ait une norme 
nulle, il faut et il suffit qu'il se réduise à l'élément neutre 0. Or, pour qu’une 
courbe se réduise 4 un point 9, il faut et il suffit que le maximum de la distance 
de 94 un point de la courbe soit nul. I sera donc naturel d’appeler norme d’une 
courbe — de #, le maximum de la distance de 0 à un point de E. 


4. Somme. — Dans l’espace euclidien, la somme de deux points X, Y est 
l'extrémité # de la résultante des vecteurs qui joignent l’origine aux points X 
et. Y. 

Dans le cas actuel, on pourrait procéder de même. Établissons une correspon- 
dance € entre les points M de la courbe é et les points M, de la courbe &,, on 
appellerait somme de € et £,, la courbe décrite, quand M parcourt £, par l’extré- 


mité P, de la résultante 0P des vecteurs 0M, 0M,. On reconnaitra que cette défi- 
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nition de la somme est la généralisation la plus naturelle et la plus immédiate 
de la somme géométrique classique. 

Toutefois, prise au pied de la lettre, elle présente un gros inconvénient, c’est 
qu'elle dépend de la correspondance adoptée et qu’ainsi il peut y avoir plusieurs 
sommes € + £,. Pour assurer l’imicité de la somme, l’idée vient alors de choisir, 
parmi les correspondances ponctuelles, possibles entre deux courbes, une 
correspondance particulière, déterminée par la donnée des deux courbes. Or, 
de même que la somme X + Y est solidaire du système X, Y, 0, de même il est 
naturel de supposer que la somme des courbes £, £, est solidaire du système €, 
61, 0 supposé rigide. 

Ainsi, précisément, il y a une condition naturelle à remplir pour le choix 
de cette correspondance particulière. 

Dans l’espace de la géométrie élémentaire, le mode de détermination de la 
somme des points X et Y est indépendant de la situation dans cet espace du 
système considéré comme rigide formé par X, Y et l’origine. 

Dans une généralisation naturelle de cette somme, si l’on effectue un dépla- 
cement de l’ensemble, considéré comme rigide, des deux courbes £, £, et de 

‘élément neutre 9, la somme de € et de £, devrait être entraînée par le même 
déplacement. Le choix de la correspondance ponctuelle entre £ et £, sera donc 
assujetti à impliquer la réalisation de cette condition. 

Parmi les choix de cette espèce, nous étudierons le suivant. Nous donnerons 
plus loin (p. 255 et 262, 250) des exemples de représentations paramétriques 
« intrinséques » des courbes continues orientées, ou de certaines familles # 
de ces courbes. C'est-à-dire que, pour chaque courbe continue, orientée, on 
peut faire correspondre à chaque point M (et à son rang dans le sens de 
parcours adopté sur la courbe) une valeur numérique d’un paramètre variant 
de o à 1 et qui ne dépend que de la forme de la courbe, indépendamment de 
sa position dans Fespace €. On suppose, bien entendu, que le point M est une 
fonction continue de ¢ et que quand ¢ croît, M varie dans le sens adopté sur 
la courbe. 

Choisissons une telle paramétrisation intrinsèque. 

Nous définirons une somme S,, de deux courbes &, &, de la famille # consi- 
dérée, comme la courbe décrite, quand ¢ croît de o à 1, par l'extrémité P de la 
résultante OP des deux vecteurs OM et 9M, qui joignent le point 0 (l'élément neutre) 
à deux points M de ©, M, de £,, qui correspondent à la même valeur ¢ du paramètre 


défini dans la paramétrisation intrinsèque p. 
Il n’est pas nécessaire (et il pourra ne pas arriver) que dans la paramétri- 
sation intrinsèque p, le paramètre ¢’ correspondant à P de S.,, soit égal à ¢. 


Condition C. — Par contre, afin de réaliser l’axiome de Banach numéroté plus 
loin r°, on astreindra la paramétrisation p à‘ la condition que toute somme $, 
appartienne aussi à la famille . 
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Condition D. — Enfin, pour pouvoir établir les axiomes de Banach numérotés 
plus loin g° et 10°, nous astreindrons aussi p à la condition que, en passant de & 
à a.£, les points M de £ et M' de a.£ homothétique de M, correspondent à la 
méme valeur du paramètre dans la paramétrisation intrinsèque p. 


Remarque. — On pourrait être tenté de penser que si pour les courbes mer 
{—E£-+£, on admet les représentations vectorielles intrinsèques 


EP ae __  — 7 —+ : —+ 
OM—/f(), 6M=f(t),  0P—/f(t)+Jfi(t), 
on n’a pas défini une somme de deux courbes mais une somme vectorielle de 


deux fonctions. 

Pour écarter cette interprétation, il suffit d'observer que si 4 = 9(2) est une 
fonction continue croissante de ¢ variant de o à 1 quand ¢ varie de o à 1, par 
exemple o(t) — 1", la même définition de la somme ferait correspondre à &, &, 


les fonctions vectorielles 
AREAS Ne See Re a ie IS gh 2 
0M = f(#), 0M, = f,(#), OP = f(#)+/(#): 


On n’aurait plus les mêmes fonctions, mais on aurait la même courbe, somme 


des deux mémes courbes. 

Nous donnerons dans la seconde partie, des exemples de couples p, # satis- 
faisant aux conditions A, B, C et D. 

5. Distance. — L'espace (p.®) est un espace distancé (dit aussi métrique) 
quand on y définit la distance (£, £,) de deux courbes de & par la relation 
classique 
(1) (E, &) = |[E-+(—1).2:]. 


Cette définition paraît faire dépendre la distance de £ et £, du choix de l'élément 
neutre § — qui intervient dans la détermination de (—1). £, et dans celle de la 
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norme. (Notons que, d’après la condition A, # contient une courbe réduite à 
un point, pris pour 0.) 

En réalité, soient M, M, deux points de £, £, se correspondant dans la corres- 
pondance intrinsèque p entre £ et £,. La courbe £"—(—1). £, symétrique de£,, 
par rapport à 9 appartient aussi à la famille #, d’après la condition B, et le 
symétrique M" de M, par rapport à 0 est un point de £” qui correspond a M, 
d’après la condition D, dans la correspondance intrinsèque entre £ et £". L’extré- 
mité P” du vecteur 0P”= 0M + 0M", sera donc un point de £+(—1).£,. Or, on 
voit sur la figure 1, que PM est équipollent à M’0, donc à 9M,, que, par suite, les 
longueurs OP" et M, M sont égales. Dès lors, la norme de £-+(—1).£, étant 
égale à la plus grande des distances, OP" sera aussi égale à la plus grande des 
distance M, M. 

Finalement, on voit que: la « distance » entre £ et £,, soit (£, &,), doit être 
égale à la plus grande des distances MM,, de deux points M de £, M, de & qui se 
correspondent dans la correspondance intrinsèque p entre & et £,. 

Cette définition satisfait aux conditions classiques imposées à la distance. 


On a, en effet, évidemment 
(, 1) = (En &) So. 


ds 


Fig. 2. 


Pour que (£, £,)=o0, c’est-à-dire pour que le maximum des distances MM, 
soit nul, c’est-à-dire pour que chacune de ces distances soit nulle, il faut et il 
suffit que les points de £, £, qui se correspondent dans la correspondance intrin- 
sèque p, entre & et £, coincident, autrement dit que £ et £, soient identiques. 


Si £, est une troisième courbe de #, ona 


(2) (E, Er) <(E, Ee) +: (bey Es), 


ear (E, EN est égale à la distance de deux certains points MM, de £ et £, qui 
correspondent à la même valeur ¢ du paramètre intrinsèque. Soit M, le point 


248 M. FRECHET. 


de £, qui correspond aussi a ¢. Alors M, correspondra aussi a M, dans la corres- 
pondance intrinsèque entre £, et £,. On aura donc 
(é,&:)=MMi, —(E, &)>MM, 
(Es, Fo) SM, M; et MM, = MM, + M,M,, 


d’où l'inégalité (2). 
Remarque. — L'égalité (1) a servi à définir la distance à partir de la norme. 
Inversement, comme il est clair géométriquement que 


(—1):0= 0, EC) HSE OSs, 


on voit que cette même égalité peut servir, en prenant £, — 9, à définir la norme 


à partir de la distance 
(3) Ell =, 9). 


Les axiomes. 


Tañorème. — Nous allons maintenant montrer que si une famille # de 
courbes continues orientées admet une paramétrisation intrinsèque p, vérifiant 
les conditions A, B, C et D, et si l’on applique au couple (#, p), les définitions 
précédentes du produit par scalaire, de l'élément neutre, de la norme et de la 
somme, la plupart des axiomes de Banach (c’est-à-dire tous, sauf peut-être ceux 
de la page 243, numérotés plus loin 3° et 4°) sont vérifiés et qu’on obtient ainsi 
ce que nous avions primitivement appelé un semi-espace de Banach. 

Nous prendrons ces axiomes tels qu'ils figurent aux pages 125-126 de notre 
Ouvrage : Les espaces abstraits, chez Gauthier-Villars, Paris. 

Soient £, £, £, trois courbes de # et a, 6 deux nombres réels quelconques. 
Les axiomes suivants sont des conséquences évidentes : I, de nos définitions du 
produit par scalaire, de l'élément neutre et de la norme; II, des conditions A, 
B, Cet D. 


« 6° a.Ë existe et est un élément de # », en vertu de la condition B. 
« I11°1.È = Ë. » 

72° (ab) besa. bE). » 

© 13 F1] =0: » 

« 14° ||E||=o équivaut à £ — 0. » 


« 1° |]a.£ | =[a]-|[E ll » 


Notons que, de l’ensemble de 14° et 15°, résulte 


(4) 0. — 0. 


Les deux axiomes suivants paraissent évidemment vérifiés, mais nécessitent en 
réalité une démonstration en règle. 


« moa eS 0; a.é=a., entraine EE » 
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A tout point M de £ correspond sur 9M, un point M tel que OM’ =a.0M. 
Ce point-appartient à a.£, donc à a.£,; dès lors, 8M’ = a.0N, où N est un point 
de £, situé sur 0M. 

De a.0M — a.6N, où a 0, résulte 9M — ON, d’où N=M. 

De même, un point de £, est identique à un point de £. Ainsi £—£,. Et 
puisque a.£ et a.£, sont parcourus dans le même sens, il en sera de même 
pour é et &,. 

« 8SiE-<0, a.E—b.£ entraine a—b. » 


Pour tout point M de £, il y a un point P de a.&, tel que 9P = a.0M. Ce point 
doit appartenir à b.£, il ya donc un point M'de £ tel que 0P — b.0M'. Ainsi 


(5) a.0M — b.0M’, 
done 
(5 bis) |a|OM=—|6|0M’. 


Il y a au moins un point M de £ tel que M40, puisque £9. Donc sib=o, 
a est aussi nul. De même, sia — 0, a est aussi nul. Donc, ou bien a=b =o, 
ou bien a et b sont tous deux ~ o. Alors, à la plus grande valeur de 4M corres- 
pondra la plus grande valeur de 9M’ et, puisque M’ est sur £, 0M’ 0M, d’où, 
d’après (5), [a|Z}b|. On prouverait de même que |a|\| 6]. Donec |a| =| 4]. 
Dès lors, ou bien a — b, ou bien a=— bet d’après (5), on aurait 


6M — — 5M, d’où Émere 


La courbe £ serait symétrique par rapport à 0. Mais la courbe — £ serait orientée 
sur £ en sens contraire de £ et lui serait identique en tant que courbe orientée, 
ce qui est impossible puisque £ >< 9. On ne peut donc avoir a ——b. 

Finalement, on a bien dans tous les cas a —b. 

Restent les axiomes où intervient la somme. 


« 1°E + €, est un élément déterminé de #. » 

C’est une conséquence de la condition C. 

Les axiomes suivants sont des conséquences immédiates des définitions 
adoptées 

« 2 E+6, = HE 

« 5° Il existe un élément déterminé 0 de # tel que £ +0 —E. » 

En utilisant la condition D, on établit aussi les axiomes 

« 9° a.(&s+ bo) = ts Fa.Ër » 

« 10° (a+b). E=a.E+Db.E.» 


Passons a 
« 16° [E+ E,) IE + [Ell » 
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Tout point P de la somme £+-£, est l’extrémité de la résultante OP des 


vecteurs 0M, 0M,, où les points M, M, de £, & correspondent à la même valeur 
du paramètre intrinsèque. On a donc 


OP 0M + 0M,Z|1E || + |lE (|. 


‘P 
7 
7 i\ 
2 ee 1 | 
1 
Z i 
M ! | 
| 
F/ | deat 
| I. | 
1 ! | 
| ! | 
/ | 
ite A chat | 
VAN 
F 
\ 1 
\ / 7M 
| / “5 1 
|} 
et oS 
6 
Fig. 3 


Dès lors le maximum | £ ++ £,|| de 9P vérifiera 16°. 


Ainsi, nous avons constaté que nos définitions vérifient (quand les conditions 
A, B, C et D sont satisfaites), les aæiomes suivants (pris dans leur ordre de véri- 
HEALION COG, TA A ay O's LAs RO pets Ole pean RO Es 

Restent done seulement les axiomes 3° et 4°. Ceux-ci, d’ailleurs, ne sont pas 
indépendants, comme nous allons le voir. 


Remarque. — I. Si l’axiome 

«3° (EH) + Ea E + (it Ea) » 
était vérifié, l’axiome 

CA EHE—=E+E, entraîne E—E » 
serait aussi vérifié. 

En effet, quand 


E+E meE+E, 
on a aussi 


(6) (—1).6+(6 + &) =(—1).E+ (E+ &), 


d’où, par (4) et par les axiomes 5°, 10°, 11°, 


= O+h = OE +E = ((—1) +1) E+ b= [(— 1) E+E] +h = [(—1) E+E] +h. 
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Et si 3° est vérifié, 


et, de méme, 
€o=(—1).E+(E+ 2). 


Dès lors, de £-+ £,—£-+ £, on déduit £ F,=&., ce qui démontre 4°. 


II. Inversement, si pour une famille (#, p) déterminée assortie des définitions 
précédentes de la norme, etc., les conditions A, B, C, D sont remplies et si 
nous montrons que la condition 4° n’est pas vérifiée, il en résultera que cet 
ensemble vérifie les axiomes de Banach, sauf les axiomes 3° et 4°. 


IT. La remarque suivante fait comprendre pourquoi l'égalité 
«3° (E+ Es) + Ea E+ (Er HE) » 
est pour l’espace (#, p) moins évidente qu'il ne paraît. 


On pourrait penser que chaque point de l’un ou l’autre des deux membres 
de l'égalité est l'extrémité de la résultante de trois vecteurs issus de 0 et 
aboutissant en trois points correspondants de £, £,, £, ce qui conduirait à 
Pégalité exprimant 3°. 

Mais nous avons déjà observé (p. 245) que le paramètre t, commun à deux 
points correspondants de £ et £, n’est pas nécessairement égal au paramètre + 
du point de £+E£, correspondant à t. Pour obtenir (£ HE, )+E£,, il faudra 
associer au point de £ + £, correspondant à + un point de £, correspondant à + 
qui ne sera pas, en général égal à z. Non seulement, comme nous venons de 
l'expliquer, la condition 3° n’est pas évidemment réalisée, mais nous donnerons 
dans la seconde partie de ce Mémoire, un contre-exemple pour LES cette 
condition n’est pas vérifiée. 


Nouvelle définition des semi-espaces de Banach. 


Inrropuction. — Dans nos deux premières Notes (*) sur les semi-espaces 
de Banach, nous avions appelé ainsi tout espace vérifiant les 16 axiomes 
de Banach, sauf peut-être les axiomes 3° et 4° et nous avons donné des 
exemples d'espaces de courbes rentrant dans cette catégorie et ne vérifiant 
ni 3°, ni 4. Ainsi était prouvé que ces semi-espaces de Banach, s'ils compre- 
naient les espaces de Banach, étaient plus généraux. 

Mais, en cherchant à étendre certaines propriétés des espaces de Banach aux 
semi-espaces de Banach, nous nous sommes aperçu que cette extension serait 
très difficile si l’on renoneait totalement aux axiomes 3° et 4°. Or, nous allons 


oS ee 
(5) L'espace dont chaque élément est une courbe west qu'un semi-espace de Banach (C. R. Acad. 
Sc., t. 251, 1960, p. 1258-1260); Exemples de semi-espaces de Banach (C. R. Acad. Sc., t. 251, 


1960, p. 1702-1703). 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII, — Fasc. 3. 32 
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voir que deux certaines propriétés des espaces de Banach, qui y sont des 
conséquences de 3° et 4° : 1° subsistent pour les espaces de courbes étudiés 
plus haut; 2° permettent l'extension de certaines autres propriétés des espaces 
de Banach. Nous serons donc conduit à modifier, à restreindre, notre définition 
primitive des semi-espaces de Banach, en imposant comme nouveaux axiomes 
ces deux propriétés. 


UNE PREMIÈRE PROPRIÉTÉ DES ESPACES DE Banacu. — I. Dans un tel espace, on a 


a—a—=i1.a+(—1).a={[1+(—1)]a=0.a=t. 
Ainsi 
(7) a=b implique a—b=6. 


/ 
Réciproquement, si a— 6 = 6 =a — a et si l’axiome 4° est vérifié, on a 
Db. 

Quand les axiomes de Banahe sont vérifiés, sauf peut-être 3° et 4°, Pimpli- 
cation (7) reste encore vérifiée, mais on ne peut maintenir le raisonnement 
ci-dessus pour la réciproque. 

II. Cependant cette réciproque subsiste pour le système £, composé d’une 
famille # de courbes continues orientées, d’une paramétrisation intrinsèque 
(p. 245), des définitions ci-dessus de la norme, de l'élément neutre, du produit 
par scalaire et de la somme, quand on suppose que ce système vérifie les 
conditions A, B, C, D des pages 244, 245 et 246. Alors, pour deux courbes Ë, 
£, de #, dire que £+(—1).£, —0, c'est dire que, dans la figure 2, P” est en 9 
et, puisque MM, — 0P", que M, coincide avec M quel que soit M, c’est-à-dire 
enfin, que £, — E. 


LA DEUXIÈME PROPRIÉTÉ. — Reprenons d'abord à nouveau le cas d’un espace 
de Banach. En vertu de la condition 3°, on a 


(8) E—-@) + (9 —nJ =e +[—9+(9—2)| =F +-[(—9) +9) —n] =F + [6 — al =e mn 
Or, en vertu de la condition 16°, on a 

(9) E+ o ZE + ||). 
En combinant ces deux relations, on a donc 

(10) E—nil=llE—¢il+|]o—nIl. 
D'autre part, nous avons montré plus haut (p. 247), qu’en posant, en général 

(En &) = IE — Es | | 
pour le système de courbes, X, précédent, on avait 


(&1, bo) (61; 3) ce (é, Eo). 
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Dés lors, la relation (10) est valable non seulement pour tout espace de Banach, 
mais pour tout système & de courbes. 


MODIFICATION DE LA DÉFINITION DES SEMI-ESPACES DE BANACH. — En raison de ce qui 


précède, nous sommes amené à restreindre la définition des semi-espaces 
de Banach. 


A partir de maintenant, nous appellerons ainsi un système composé d’un 
certain ensemble d'éléments associé à certaines définitions de la norme, de 
l'élément neutre, du produit par scalaire et de la somme, qui vérifie les 
axiomes de Banach, sauf peut-être les axiomes 3°, 4° de la page 250, mais qui 
vérifie les axiomes suivants : 


4° bis. Si £—n—0, Ola NN 5 
16° bis. {lE—n|l<l|§—¢il+ lle —nlt 


(Il est clair qu'une des conséquences de 16° bis, obtenue en prenant © — 6, 
est l’axiome 16°, qui, dès lors, devient surabondant. ) 

Nous avons montré plus haut que tout système X de la page 252 vérifie aussi 
les axiomes 4° bis et 16° bis: un tel système reste donc un semi-espace de Banach 
selon notre définition restreinte de ces espaces. 

Dans la deuxiéme partie de cet article, nous donnerons des exemples de 
systèmes & qui ne vérifient ni 3°, ni 4°. Par conséquent, selon notre définition 
restreinte des semi-espaces de Banach, comme dans notre définition primitive, 
la famille des semi-espaces de Banach, non seulement comprend celle des 
espaces de Banach, mais elle est plus générale. 


Appuication. — Nous réaliserons donc une véritable extension de certaines 
propriétés des espaces de Banach, quand, dans un prochain article, nous 
démontrerons qu’elles sont aussi vérifiées pour tout semi-espace de Banach 
appelé ainsi dans notre définition restreinte. Dés maintenant, voici une 
première extension. 


Distance. — Il y a une propriété générale très utile des semi-espaces 
de Banach qu’il convient de souligner, avant de passer aux cas particuliers. 

Grace à l'introduction des axiomes 4° bis et 16°bis, nous allons pouvoir 
démontrer que tout semi-espace de Banach est un espace distancié (dit aussi 
métrique ). 

Nous partons de l’expression de la distance (u, ¢) de deux éléments d’un 
espace de Banach 

« 6° (u, 9) =||u+(—1).¢||. » 

Il y a trois propriétés de la distance (quand on continue à la définir ainsi 
dans un semi-espace de Banach) qu’il faut établir à partir des axiomes propres 
à ces semi-espaces. 
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La troisième, Vinégalité triangulaire 


(u,v) <(u, w)+(w, u) 


résulte immédiatement de l’axiome 16°bis, en y tenant compte de 6°. Les 
deux premières propriétés sont plus délicates à démontrer, car la démonstra- 
tion exige d'avoir recours à un nombre bien plus grand d’axiomes qu'il ne 
paraît d’abord nécessaire. 


PREMIÈRE PROPRIÉTÉ. — (u, ¢) = (9, D} os Os 
La distance étant égale à une norme est = 0. On a donc d’abord 
(TON 0, 


Ona 
(wu, ¢) = ||w+ (—1).¢ || =|]1.(4+ (—1).8) | 
et 


| —1].|| «+ (—1).¢ || = || (—1).u + (—1).((—1)-8) || 
d’aprés les axiomes 11° et 15°. 
(—-1).((—1).¢) =1.9 d'après 12° et 1.9—9 d'après 11°. 
Donc 


(wu, ¢)=||(—1).u+e||=||e+(—a).u|| 


d’après 2°. D'où enfin, 


(uy 0) ea ey itt)s 


SECONDE PROPRIÉTÉ, — (4, 6) = 0 est équivalent à u = +. 
En effet, si u =v, 


(u,v)=(u,u)=u+(—r.ul={fhiiu+(-riu||=|[o.ul, 


d’après l’axiome 10°. Et d’après 15°, on a||o.u||=0. 
Donc, si u=¢, (u, ¢) =0. 
Réciproquement, si (uv, ¢)=0, on a ||u-+-(—1).¢||=0 done, d’après 14°, 


u + (—1).9 = 0. 
Et d’après 4° brs, on en conclut u = ve. 


AVERTISSEMENT. — Les définitions et les propositions précédentes pourraient 
paraître abstraites, trop générales et sans portée si nous nous arrétions là. Mais 
nous allons montrer, dans la seconde partie, qu’elles prennent un sens concret 
et de l'intérêt en les appliquant à trois exemples particuliers, qui, bien 
entendu, ne sont pas les seuls. 
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DEUXIÈME PARTIE. 


TROIS CAS PARTICULIERS. 


I. — L'espace des courbes rectifiables. 


EXEMPLE PARTICULIÈREMENT SIMPLE DE PARAMÉTRISATION INTRINSÈQUE. — Prenons pour 
famille #, l’ensemble des courbes rectifiables orientées. Une paramétrisation 
intrinsèque se présente immédiatement a l’esprit. C’est celle qui consiste à 


. . Q ’ . ) Cem 
prendre comme paramètre intrinsèque d’un point M sur la courbe £ = AB, un 
. ‘ . “1° Fe 2 A le 
nombre ¢ proportionnel à l’abscisse curviligne s = AM et variant de o à 1. Si L 


LR 
est la longueur de AM, on aura ainsi 


Il est clair que ce paramètre ne varie pas si, considérant la courbe comme 
solide, on la déplace de façon quelconque dans l’espace (ce qui justifie le 
qualificatif d’intrinsèque). 

On voit immédiatement que cette paramétrisation vérifie les conditions A, 
B et D des pages 244 et 246. 

Démontrons qu’elle vérifie aussi la condition C, c’est-à-dire que la 
somme £-+£, de deux courbes rectifiables orientées, quand elle correspond 
à cette paramétrisation particulière, est aussi une courbe rectifiable orientée. 


En appelant s = AM, s, —A,M,, les abscisses curvilignes de M et M,, sur & 
et £,, on aura la correspondance considérée quand 


AY Sy vs 
qu PC 
La « somme » £ +£, est évidemment une courbe continue orientée. Elle est 
aussi rectifiable. En effet, les vecteurs correspondants OP, 9M, 9M, sont des 
fonctions vectorielles de £, 
OP(4), OM(2), OM,(4) 


telles que Se wi 
OP(t)= 0M (t) + 9M, (2). 


En prenant arbitrairement 
OS bp Tyo ln I, 
on aura donc | 
Ee) P(é::4) =, M(é) M (éi44) a M, (4) M, (¢i41), 
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d’où, pour les longueurs correspondantes, 


m1 n—1 nr SEA 


SP (te) P (less) LY MH) M (tess) + DM: (40) Mi (tesa) 


i=4 i=! I 


On peut prendre =: et le plus grand des (4;,,—1;) assez petits pour que les 


sommes du second membre soient respectivement inférieures à L4-w et L, + ©, 
où © est un nombre positif arbitrairement choisi. Le premier membre sera 
inférieur à L+L,+2w. En faisant tendre w vers zéro, on voit que la 
courbe £ +£, est rectifiable, c’est-à-dire que la condition C est vérifiée. Et 
même, nous voyons que la longueur L, de £ + £, est au plus égale à L+ Ly. 

Ainsi, les conditions A, B, C, D sont vérifiées dans le cas actuel. D'où le 
théorème qui va suivre. 

L'espace R. — Quand dans l’espace des courbes rectifiables orientées, on 
adopte nos définitions précédentes (d’une paramétrisation intrinsèque, du 
produit par scalaire, de l’élément neutre, de la norme et de la somme), on 
obtient un espace que nous appellerons l'espace R. Appliquons-lui le théorème 
de la page 248. 


Taéorëme. — I. L'espace R est un semi-espace de Banach, c’est-à-dire un 
espace où sont vérifiés les axiomes de Banach et aussi les axiomes 4° bis et 16° bis 
de la page 243, sauf peut-étre les axiomes 3°, 4° de la page 250. 


II. Nous donnerons page 257, un contre-exemple pour lequel 3° n’est pas 
vérifié, de sorte que l’espace R du présent théorème n’est pas un espace de 
Banach. 


Ill. Et, même, nous donnerons (p. 249) un second contre-exemple prouvant 
que l’espace R ne vérifie ni l'axiome 3°, ni Vaxiome 4°. 

EXEMPLES D’UNE SOMME. — I. Dans l’espace ®, la somme S de deux vecteurs 
—& = AB, &,=A,B,, est aussi un vecteur S — CD. 

En effet, soient P, P, deux points de £, £, tels que 


AP _ AP, 
AB ~ A.B, 


sé: 


On aura 
OP,—0A,+ ¢(0B,—0A,). 


L’extrémité Q de la résultante 0Q de OP et OP, sera un point de S=£-+-&,, 
On aura 
ou 


(11) Q=0G+ «(0D — 06); 
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S est le fe de Q quand ¢ croît de o à 1. D'après la formule (1 1), S est donc le 


vecteur-CD où OC est la résultante de 0A et 0A,, et OD est la résultante de 0B 
et OB,. 


Cet exemple nous sera utile maintenant et plus loin (p. 298). 


II. Dans hs R, la somme de deux lignes polygonales est aussi une ligne 
poly gonale. Si & et £, sont deux lignes s polygonales, si M, M, sont deux points 
correspondant dans la onda ce intrinsèque entre £ et £,, ils corres- 


x . . a S LY 
pondent à une même valeur du paramètre intrinsèque ¢ = LL 
4 1 


Rangeons par ordre croissant les valeurs 
OSS US RR 


de ce paramètre correspondant, soit à une des extrémités de £ ou de £,, soit a 
un sommet de £ ou de £,. 

Quand ¢ décrit un des intervalles ¢;, &.,, M et M, se déplacent sur deux 
vecteurs V, V, appartenant respectivement à £ et à £,, et ils sont en corres- 
pondance intrinsèque entre V et V, comme entre £ et £,. Dès lors, l'extrémité P 


de la résultante 0P de 9M et OM, va, d’après le paragraphe I précédent, décrire 
un vecteur W. ; | 

Ainsi, dans l’espace ®, la somme £ + £, est aussi une ligne polygonale dont 
les côtés successifs sont les vecteurs W qui correspondent aux intervalles 
successifs (¢;, ¢:41). 

IT. Dans l’espace &, la somme €-+ &, de deux courbes planes, situées dans 
le même plan P ou dans deux plans parallèles Q et R, est une courbe plane 
respectivement située dans P ou dans un plan parallèle à Q et R. La démonstra- 
tion est évidente. 


UN CONTRE-EXEMPLE CONCERNANT L’AXIOME 3°. — Dans le même espace ®, des 
courbes rectifiables avec les mêmes définitions (données p. 244 à 245) de la 
somme, etc.; nous savons que les axiomes 1° à 16° de Banach sont vérifiés, sauf 
peut-être 3° et 4°. Nous allons donner dans l’espace ® ainsi défini, un contre- 
exemple ne vérifiant pas 3°, ce qui suffirait à prouver que cet espace n'est pas 
un espace de Banach si on ne le savait déja, mais ce qui est plus précis. 


Nous voulons montrer qu'on n’a pas nécessairement 
« 3°(€+8,)+6,.=€+ (b+ ba). 

A cet effet, prenons le cas particulier où GC 1uey 
Nous avons déja vu plus haut qu’on a alors 


drag 
et, par suite, que d’après 5°, 


2 


E+(G:+ &)=E+ 06. 
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Dans ce cas, si 3° était vérifié, on aurait 


(12) (6+ fs) 4 = €. 


Nous allons alors prendre, pour £ et £,, la figure que nous avons utilisée 
ailleurs (°) pour un autre but, mais nous la généraliserons, en ne fixant pas 


d’avance les valeurs des longueurs qui y interviennent. 
Considérons donc un rectangle ABDC, de côtés AB — a, AC— b. Puis prenons 


pour élément neutre un point 4 situé sur le prolongement de AB vers B, à une 
distance c—B0 de B(’). Nous prendrons pour £, le vecteur AB et pour £ l'angle 


Cc” 4 


¢ 
_ 
a 
_ 


> 
es en eee 


Rp 
! 
| 
| 
fon) 


Fig. 4 


orienté ACD (fig. 4). Ce sont bien deux courbes rectifiables. 
Dans la correspondance p intrinsèque entre £ et &,, le point C correspond a 
un point C’ de AB, tel que 


AC _ AC 
ABS PAG azUD? 
d’ou 
rss ab Dal val 
Aa ee C'B - abu | 


Or, on voit facilement que si deux points de & et £, se correspondent dans la 
correspondance intrinsèque entre C’B et CD, ils se correspondent dans la 
correspondance intrinsèque entre — et &. Done &”=£-+£, comprend la 
«somme » de C’B et CD, qui, nous l’avons vu (p. 256), est un vecteur CD”, De 
même, elle comprend la somme de AC’ et AC qui est un vecteur AC”. Finale- 


SRE ARE UMR VER RAS RG ee NS ce RATES OT as 


(5) L'espace des courbes n’est pas un espace de Banach(C. R. Acad. Si 25 
es e dl - ft. Acad, Sc., t. 250, 1960, p. 2787-1 F 
(7) Dans notre Note, citée page 242, nous avions prisa=4,b=8,c À I. NN AT 
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ment, € est l'angle orienté A’C’D". On a 0A” — GA + QA, c’est-à-dire que A” 
est sur le prolongement de 9A vers A, avec 0A"/—20A — » (a-+-c). De même, 


0C”=0C+ 0C’, C” est done sur le prolongement de DC vers C, à une distance 
de C égale a 


CCE Etes 
a+b 


Enfin, 9D’ =6B-++0D, D'est donc sur CD à une distance de D égale à BÔ—c. 
Nous avons maintenant à former la « somme » 


De MON gis = OU mA BE, = (— 1) ky. 


Ce sera, comme précédemment, un angle orienté «ye qui, d’après (12), devrait 


être identique à l’angle orienté £ — ACD. En particulier, y devrait être iden- 
tique à C. Nous allons montrer qu'il n’en est pas ainsi. 


Oy est la résultante de 9C” et de 9C,, où C, partage A,B, dans le méme 
rapport que C” partage la longueur de £". Calculons ce rapport. 


Soit à la projection de C” sur le prolongement de AB. On a 


AND M'A — CCE AO — CO a te—(c+ ee Je ab 


a + b a+b’ 
d’où 
ACh VAE AG Hy / pd rar op. 
cp = (a+ b)? a + b 
Et 
a a(2a+ b) 
“yf JET NW ae Mass 4 tere . 
C'D'— C'C + CD DD'= (e+ =o 5) +a Hu 
Or 
B,C, C'D" 
AD, A’ Ge CD 
Pes ae 
(13) BG L AE" Zum) 


: Nec b)?+ a(na+b) 


D’autre part, 


Oy = 0C"+ 0C.. 


Donc y est sur CD, à une distance de C” égale à 


0 C:— e+ B, Co. 
Ainsi | 
CE. = C -- Bb; Gs. 


Mais si y coincidait avec C, on devrait avoir 
a 
fy, — ("CT — 
Ore Nise C + Rey 
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d’où 
a 
(14) B,C, = —_— 


En comparant les deux valeurs (13) et (14) obtenues pour B;C;, on voit bien 
qu’elles sont, en général, distinctes et que, par suite, notre contre-exemple ne 
vérifie pas 3°. 

En fait, les deux valeurs de B.C, sont méme toujours distinctes; sinon on 
aurait 

a a(2a+b) 
© = 3 
a+b bV@+(a+b} + a(2a+ b) 
d’où 
b(2a+b)=bVa+(a+b} ou (2a+b) = aæ@+(a+ b) 
ou 24(a + b) =o, ce qui n'a pas lieu. 

De sorte que notre exemple ne vérifie même 3° pour aucun système de valeurs 

positives de a, b, c. 


Remarque. — En utilisant notre remarque II de la page de la première 
partie, nous allons pouvoir donner une démonstration indirecte du résultat 
précédent. Nous aurions donc pu nous dispenser du contre-exemple précédent. 
Mais, comme il nous semble important de montrer que l’espace R des courbes 
rectifiables (assorti des définitions précédentes de la norme, etc.) — qui, nous 
le savons déjà, n’est pas un espace de Banach —, ne vérifie pas 3°, il nous a 
paru qu'il ne serait pas inutile d’en donner deux preuves essentiellement 
différentes. 


Bigsn5, 


CONTRE-EXEMPLE CONCERNANT L’AXIOME 4°. — Prenons po 

: ur —, et £a | s 
orientés A, N,B, et A,N.B, formés avec les côtés d’un rectangle A,N,B,N, de 
longueurs 4 et 8. Prenons pour l’élément neutre 0, le centre de ce rectangle. 


Enfin, prenons pour £ le vecteur AB obtenu en prolongeant N,N, de deux 
longueurs égales à N, N;, l’une N, A, l’autre N,B. RL 

Il ÿ aura proportionnalité des abscisses curvilignes sur £ et £, entre N, de £ 
et N, de &, etsur£et£, entre N, de £ et N, de £,. De sorte que dans la corres- 


a 
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pondance intrinsèque entre £ et £,, A, N, et Bde £ correspondent a A,, N, et B, 
de £,. La somme £ + £, des lignes polygonales £ et £, est donc (p. 260) la ligne 


FRS 5 , oath 
polygonale A’0B’, c’est-à-dire le vecteur A’B’ si l’on pose 


OA+0A—0AÀ,  0B+6B,—O6B,, 
avec 
ON, +- ON, = 60. 


iy . EEE As | 
Un raisonnement analogue montrera que £+ËE,—A'0B'— A’B’. Dès lors, on 
voit que, contrairement à l’axiome 4°, la somme 


Bre E+ bs 


nentraine pas £,—£, pour l’espace ®. D’après la page 251, il en résulte que 
laxiome 3° n’est pas non plus vérifié. 

Ainsi se trouvent finalement démontrées les trois parties du théorème de la 
page 256. 


Il. — Cas de l’espace € des courbes continues orientées. 


Prenons pour # l’ensemble € tout entier, des courbes continues orientées. 
Toute courbe homothétique d’une courbe de € appartient aussi à €. Quelle que 
soit la paramétrisation intrinsèque envisagée, la condition B sera donc évidem- 
ment vérifiée, de même d’ailleurs que la condition A. Nous avons supposé plus 
haut (p. 245) que, par convention, si ¢ est un paramètre intrinsèque corres- 
pondant au point M d’une courbe de €, M est une fonction continue de ¢ et 
varie dans le sens adopté sur la courbe quand ¢ croît de o ar. Il en résulte alors 
évidemment que la somme £-+ £, de deux courbes £, £, de € sera aussi une 
courbe continue orientée. De sorte que la condition C sera aussi vérifiée. 

La question reste posée pour la condition D. Mais elle pourra être résolue 
quand on aura affaire à une paramétrisation intrinsèque déterminée, cas qui 
sera examiné plus loin (p. 262). En résumé, quand la famille de courbes 
considérée est l’espace € des courbes continues orientées, cet espace deviendra 
un semi-espace de Banach, c’est-à-dire vérifiera tous les axiomes de Banach et 
aussi les axiomes 4° bis et 16° bis de la page 253 (sauf peut-être les axiomes 3°, 
4° de la page 250), quand on y adopte les quatre définitions de la somme, etc., 
des pages 244 à 246, pourvu que le paramètre intrinsèque, #, qui y intervient 
satisfasse : à la condition D, d’une part; que ses coordonnées soient des fonctions 
continues de ce paramètre, d’autre part; enfin que le point correspondant 
à ce paramètre décrive la courbe dans le sens adopté sur la courbe orientée, 
quand ¢ croît de oar. 

C'est ce que nous allons constater pour les deux seules paramétrisations 
intrinsèques de courbes continues orientées qui soient parvenues a notre 
connaissance. (Observons d’ailleurs que, de ces deux paramétrisations, on 
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pourra en tirer une infinité d'autres. Par exemple, si ¢ et + sont deux para- 
mètres intrinsèques correspondant à un même point M de la courbe £ de €, et 
si p, g sont deux nombres fixes, tels que p>=0, qo, p+q=1, alors pé-+ qt 
sera évidemment aussi un paramètre intrinsèque pour le même point M.) 


PREMIÈRE PARAMÉTRISATION INTRINSÈQUE. — La première en date de ces paramé- 
trisations intrinsèques est celle que nous avons donnée en 1925 (*). Nous allons 
la rappeler avec une légére modification. 


Soit t= AB une courbe continue orientée décrite par un point M, de A 
vers B, quand un paramètre w croit de a a b, les coordonnées de M étant 
supposées des fonctions continues de u. Il s’agit de substituer a w un para- 
mètre intrinsèque, t= o(u), variant de o à 1. Appelons A(w’, wu") le diamètre 
— c’est-à-dire la plus grande corde — de l'arc u'<u—<uw'" de &. La différence 
A(u,b)—A(a, uv) est une fonction non croissante continue de w qui va de A(a, b) 
à — A(a, b); elle passe donc au moins une fois par la valeur zéro. Ou bien elle 
est nulle pour une seule valeur w' de u, ou bien elle est nulle sur un segment 
maximal uw’, u,. Dans le premier cas, on prendra 

poulets; 
dans le second cas, 


! 1 1 : 2 
9(4,) = 4 5: EAU ER PE 3° 


Et dans les deux cas, ¢ sera nul pour # = a et égal à 1 pour # —b. Nous avons 
ainsi défini une première opération, F,. Dans une seconde opération, F,, nous 
ferons de même que dans la première pour chacun des arcs | 


aZuZu, wW<u=zb où aLuLu, ujzuHu), u,LuLb. 


Mais nous remplacerons pour chaque arc les valeurs o, 1 de ¢, par les valeurs 
déjà respectivement définies de ¢. Par exemple, s’il y a sur l’are #, “uu, 
une seule valeur de wu, soit ¢, telle que | L 


A(», U's) = Au, ¥) = 6, 


on fera correspondre à ¢ le milieu de l'intervalle correspondant de ¢: ¢,, ¢,, 
c'est-à-dire la valeur 2. 


On opérera de même une troisième fois, une quatrième fois et ainsi de suite 
indéfiniment. On obtiendra ainsi deux ensembles, dénombrables, G, H de 
valeurs de u, distinctes et de valeurs de ¢, distinctes, telles de plus que quand u 
croît sur G, ¢ croît aussi sur H. | 
Or; COO ee 

(*) Sur une représentation paramétrique intrinsèque de la courbe continue la plus générale 


(J. Math. pures et appl., t. 4, 1925, p. 281-297; Proc. Intern. Math. Congress, Toronto, 1925, 
Pp. 415-418; C. R. Acad. Sc., t. 179, 1926, p. 806-807). 
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Il reste à définir la valeur ¢’ de ¢ qui correspond à une valeur w’ de wu n’appar- 
tenant pas à G. Soient 


ies =< WS RS. D, 
la suite de toutes les valeurs de définies dans l’ensemble des n premiéres 
opérations et 
Sire O <a Se as 
_ la suite des valeurs correspondantes de t. 


A chaque opération, on a divisé par 2 ou 3 les intervalles des valeurs de 4 
déja définies. Done 


I . 
(15) SF Se 3a pour tout 7. 


Soit #;, le plus grand des #7 qui soit <u’. Alors 4% <u! < wr, et w*., est le 
plus petit des æ* supérieurs à uv’. Quand n croît, on a 

Wy Me eZ Lee PAIN 
À ces w correspondent des s rangés dans le même ordre : 


SES ES n+1 A 
n 


ln n+ in4ati = 


t,-+1° 


Quand n croît, s; tend sans décroitre vers une limite s et, d’après (15), s/_,, tend 

sans croitre vers la méme limite s. C’est cette valeur s que nous prendr ons pour 

valeur z’ correspondant a w’. 

 Ainsi à toute valeur de z entre a et b, correspond une valeur et une seule der. 
Inversement, soit ¢’ une valeur de ¢ entre o et 1; ou bien @ appartient à H, 

t'==5" et alors ¢’ correspond à w'—#"; ou bien les valeurs des s‘, s,, ... encadrent 

t' et si l’on appelle s” le plus grand des s’ < l,ona 


gf 
GA ane 


Soient æ; et æ?., les valeurs des #7 correspondant a s; ets; Ona 


(16) . Le wr < gett 


ioe etic Wii 
Quand n croît, #” tend sans décroitre vers une limite #” et #7, tend sans 
croître vers une limite æ"=> 4. 
Alan +1" opération, on a introduit une ou deux valeurs de #7" à l'intérieur 
de (w%, wi,,), à savoir d’après (16) #°,,, ou #4 où les deux. Dans les pre- 
miers cas, par exemple, on aura 


n+1 


n+1 gpiitt 
vi le RES wy nt? 


* > 
d’où 

7 n Dan li PORT Ro ñ 
(16bis) wr wr GP WP Oa ra 


Mais les diamètres A( #7, pins )s ACs &, wit) sont égaux et le dernier est au 


TA 
n+1 


it . 
moins égal à A(#’, "). Or puisque mi, > 4", (97,5 Pins, ) tend vers zéro. Donc 
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A(w', w”) =o. Lare o’Zuzw" doit se réduire à un point, c’est-à-dire que 
w'= ww". C’est cette valeur commune que nous prendrons pour valeur uw’ de u 
correspondant à ¢. 

Observons, en outre, que d’après 


n f n 
WE WE Wi aay 


w" est la plus grande des valeurs de a la n*™ opération. De sorte que si, 
opérant comme tout à l'heure, on cherche la valeur de ¢ qui correspond au! = #7, 
il faudra prendre la limite de s”, c’est-à-dire 7’. 

Ainsi nous avons établi une correspondance biunivoque entre les valeurs de wv 
et les valeurs de t, t= o(u). De plus, o(u) est une fonction croissante. En effet, 
soit uw’ > u’. On avait 


yn ! n n " yh 
PEU We is DU ewe 


et, puisque Ww” — w7,, > u!—u! > 0, alors, pour » assez grand, on aura 
WZ? SN EU: d’où DS SR 


et, par suite, 
t = t'. 


Enfin, o(u) est une fonction continue de vu. Supposons, en eflet, que w"— u' et 
montrons qu’alors ¢” > 4'. Si, en décroissant, t’ ne tendait pas vers z’, il tendrait 
vers une limite À >?’ et <0", 


; Pa Nee 


Entre À et 1’, qui sont fixes, il y aurait au moins une valeur fixe s appartenant 
à l’ensemble H 
RS LT ET a 


Cette valeur s correspondrait à une valeur fixe, w, de wu telle que 


Th MER TA 
Dès lors, w" ne pourrait tendre vers u’, contrairement à l'hypothèse. 


Les conpitions. — Puisque ¢= o(u) est fonction croissante continue de w et 
varie dans le même sens, la condition Cest vérifiée. Nous savons déjà que A etB 
sont vérifiées. Passons à D. 

Dans la représentation intrinsèque actuelle, la valeur du paramètre, #, corres- 
pondant au point M d’une courbe £ de € est déterminée par la constatation d’une 
suite d’égalités, chacune concernant les diamètres de certains arcs de £. Quand 
on considère le point M’ correspondant à M dans l'homothétie qui fournit le 
produit a.£, son paramètre 1 sera déterminé par une constatation analogue, où 
chaque arc de E est remplacé par un arc homothétique, dans 4.£ et ou, par suite, 
le diamètre du second are est égal au produit du diamètre du premier par |a|. 
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Les égalités de diamètre se conservent donc dans l’homothétie et, par suite, 
ata rhe? dE re rk 
’=t. Ainsi la condition D sera vérifiée. Dès lors, pour cette représentation 
intrinsèque, tous les axiomes de Banach sont vérifiés, sauf peut-étre 3° et 4°. 


IT. — Un cas particulier. 


Considérons le cas où une courbe £ continue orientée £ comprend un vecteur 
UV parcouru de U à V par un point parcourant £ dans son sens positif. Si, à la 
n°% opération, zt" est le plus grand des intervalles limités par deux valeurs du 
paramètre intrinsèque telles que l'arc ¢’¢’ appartienne au vecteur UV, alors à la 
n +1", ily aura, par exemple, un point milieu du segment #’#' qui correspondra 
à tt! I 


3 


; à lan-+2""*, ily aura, par exemple, deux points correspondant aux 
2 : x 
et; de ce segment, qui correspondront à 


LE" 9, joa 
eo iiss | 


Finalement, en faisant croître n indéfiniment et, par suite, tendre les points 
correspondant à 7’, z’ vers les points U, V, on voit que les valeurs de ¢ sur UV 


seront de la forme ¢’ + ea: où les points de M de UV correspondants seront 


tels que UM =" UV. Autrement dit, les variations de ¢ relatives à UV sont pro- 


portionnelles aux longueurs des segments de UV correspondants à ces variations. 


EXEMPLE DE SOMME. — Considérons le cas où les courbes £, £, de € sont des 
lignes polygonales. Dans leurs représentations paramétriques intrinsèques, on 
peut représenter par 


(17) O=t<th<.. =1 


les valeurs du paramètre correspondant, à une extrémité ou un sommet de £ ou 
de £,. Les arcs de &, Ë, correspondant à l'intervalle (4;, t:1) seront deux vecteurs 
orientés, V;, W;, ne comportant ni sommet, ni extrémité de £ ou de £, à leur 
intérieur. Sur ces vecteurs, les variations de ¢ seront, d’après le paragraphe 
précédent, proportionnelles aux longueurs des segments correspondants. Donc 
comme dans le cas des courbes rectifiables (p. 256), « la somme » £+& 
comprendra un vecteur T; somme de V; et V;.:. 

En résumé, la somme £ + £, de deux lignes polygonales ©, £, est une ligne 
polygonale. Elle sera ici constituée par la suite des vecteurs T,, T., ... qui 
correspondent aux intervalles successifs de la suite (13). Autrement dit, chaque 
sommet de £ + £, correspond à un couple de points M;, N; de €, £, dont l’un au 
moins est un sommet (ou une extrémité). 
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Conrre-ExeMPLe. — Reprenons le contre-exemple de la page 2595. £, est un 
vecteur AB, £ est un angle orienté ACD. D'après ce qui précède, &” = & + E, est 
un angle orienté A” ED" où, en appelant C” le correspondant sur AB du point C 


sur £ (fig. 6), 


à — 
A M C0 8 B, Ca N Az 
Fig. 6. 


‘ 


De sorte que A” et D’ sont les mêmes points que dans le contre-exemple précé- 
dent et que le point E est sur le prolongement de DC vers C à une distance CE 
de C égale à CC”. Alors la somme £”+£, d’un angle et d’un vecteur sera un 
angle A”yD” où 


AIN AW == A, D'S D, Et 
ty = OE + 6C;— 0C + 607+ 6C;, 


où C; est le point de &, correspondant à E de &”. 
De sorte que y sera sur la droite CD, avec 


Cy = 07 — DC = DC + 0C,. 


Si l’axiome 3° était vérifié, on aurait (p. 259) 


AYD=EM+E=E—ACD, d'où yC=o 


et, par suite, 6C, + 0C” =o, c’est-à-dire que C, et C” devraient être symétriques 
par rapport à 0. 
Il ne reste plus qu'à déterminer le point de C” de AB qui correspond à C sur £ 
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et le point C, de A,B, qui correspond à E sur £”, et à constater si ces deux points 
(situés sur la droite AB) sont symétriques ou non par rapport à 9, comme £, 
ÉtES 

Supposons ici AB = 4, AC = 8, B§ —1:; et observons que si U est un point 
de AC a la distance 3 de C, on aura 


UD = UG CD = Vs FS 5 SUM 


2 & aS AIN 
Or les diamètres des ares AU et UCD de £ sont égaux aux longueurs de AU et UD. 


A I . = 
Done U correspond sur £ à : — = tandis que ¢ = correspond sur £, — AB, au 


D | = 


milieu M de AB. D'autre part, AC sur £ correspond à AC” sur £,; et U sur AC 
à M sur AB, de sorte que C” est sur MB. Or, sur AC et AC”, la correspondance 
intrinsèque adoptée ici est, d’après la page 258, identique à celle utilisée pour 
les courbes rectifiables. Dès lors, 


eee UC, 3 ~~ ne: 
DYLAN UE MC” — MC” d’où MC” = 5 
et : 
C"B=MB—MC’=2—°—%, acr—® (a), 
J J J 


C/' est ainsi déterminé. Passons à C,. 

Il suffit d'opérer sur £”, £, et C; commesur £, £, et C/”. La valeur ¢ = : corres- 
pond sur £, au milieu N de A,B, et sur £” à un point V de A”E, tel que A” V = VD”. 
V est ainsi l'intersection de AE avec la perpendiculaire à A’D" en son milieu. 
Mais, d’après la page 258, et la correspondance avec proportionnalité entre A'E 
et A,C,,ona 


A'V AN nee MN AE JA TE 
ME AC PTT A AN A. 


Si 3° était vérifié, on aurait 


it RAA ES LE S 
AV — Ag, = AG a ie 


d’ou 
‘ ATE “8 
SH AV 8 
Or, cette égalité n’est pas exacte. Prenons, en effet, pour origine A” et A'B pour 
axe des abscisses et soient a, y les coordonnées de V. L'égalité (18) devient 


équivalente à 


(®) On observera que les courbes E et £, restant les mêmes, les deux représentations paramétriques 
intrinsèques, celles des pages 255 et 262, donnent effectivement des positions différentes pour les 


2 


3 " ‘ Lai a A ait 
points C’, C” de &, qui correspondent à C de &. Car CB — rata est égal a 3 pour a= 4 et b—8. 
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Ainsi si 3° était vérifié, on devrait avoir 


(19) yao: 
Or, on peut calculer directement y. En effet, V est d’abord sur A”E. D'où 
Pin BR 
2: aa os 
avec 
4 16 


A'oé=A"A— EC=A’A — C"0=A"A— CB —BO=5— ET 


Donc 

(20) 

D'autre part, VA” = VD", ou 
e+y=(8 —x)?+(8—y)* 


ou 
128 — 16(x + y) ou r+y=—8 


ou, d’après (20), 


(21) 


Les deux valeurs de y données par (19) et (21) sont peu différentes, mais cepen- 
dant ne sont pas égales ; la condition 3° n’est pas plus vérifiée dans le cas actuel 


que dans le cas des courbes rectifiables. 


B; 
M 
4 \ 


(l 
H 
A i 
1 
! 
1 
! 
! 
| 
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CONTRE-EXEMPLE CONCERNANT L’AXIOME 4°. — Nous prendrons £, et £, comme dans 
le contre-exemple de la page 266. Nous prendrons encore £ sur la diagonale N, No. 
Mais nous prendrons 


(22) AN, = NN: Ne, 


Soit encore U le point de A, à distance A, U=5 de A,. On voit, comme page 267, 
que les diamètres des arcs A, U et UN, B, sont égaux, que le paramètre intrin- 


sèque de U est d 00 les lations : intrinsé 
q e U est donc >. Comme les variations du paramètre intrinsèque actuel 


sont, Sur un vecteur, proportionnelles aux variations de l’abscisse curviligne 
aps ° : 4 

(p. 265), en appliquant au vecteur A,N, on voit que le paramètre actuel ¢ de N, 

sera tel que 


Or 


car, d’aprés (22), 


NA MEN NS ENN Seay 5 
AB FN,NEE NAN à 
= 


Dès lors, N, et N, sont deux points qui se correspondent sur £, et £. 


D'autre part, U et 9 dont les paramètres sont ~ sur £, et Ë sont aussi corres- 
pondants. | 

Alors la somme £ + £, des deux lignes polygonales £ et £, est la ligne poly- 
gonale A’N’B’, où 

OA GA+6A,, 0B'—0B + 0B;, 
ON — ON, = ON, — 00. 

Ainsi N'= 0, £ +£, est la ligne polygonale A’0B’. 

Les points A’, B’ sont évidemment symétriques par rapport à 0 ; 9 est sur A’B’, 
Il est alors prouvé que £ +£, n’est autre que le vecteur A’B’. De la même manière, 
on va prouver que £ + £, est aussi identique au vecteur A’B’, ce qui suffit à 
démontrer que 4° n’est pas vérifié. 

Formons, en effet, £ + £,. Le point U, de £ symétrique de U par rapport à 0 
correspondra comme U à la valeur =: du paramètre. Ce paramètre variera comme 


l’abscisse curviligne sur le vecteur N,B,. N. correspond donc à une valeur ¢ 
du paramètre telle que 
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sake DEN ‘ 
c’est-à-dire la valeur du paramètre correspondant à N, sur £. Ainsi a N, de Ea 
correspond N, de £ et le point P correspondant de £ + € sera tel que 


OP = ON, + 0N,= 06, d’où P=. 
Dès lors £+£, est aussi la ligne polygonale A’0B’ qui n’est autre que le 
vecteur A’B’ comme annoncé. | 
Remarque. — Observons que U et 4 sur £, et £ se correspondent et si OU' est 
la résultante de OÙ et 06, on a U'—=U et, puisque U’ doit être sur £+£,, U doit 
être sur A/B/. C’est ce qu’on peut prouver directement. | 
Soit, en effet, N, V parallèle à AA’. Le point V sur A'8 est tel que 


N,V ON, 3 


AA" AADA I T 15 
d’où 
: 


3 
Ne 5 AA'= 3 OAs. 


Si U, est l’intersection de A’B’ et de N, A,, on aura 


U,A, a OA, ait 


NU, N,V 3 Naw 
5 


Mais alors U, partage N, A, dans le même rapport que U. Donc U est identique 
à U, qui est sur A’B’, 


SECONDE PARAMÉTRISATION INTRINSEQUE. — En 1936, Marston Morse (*°) a indiqué 
une paramétrisation intrinsèque tout à fait différente de la nôtre. D’une part, 
son paramètre est défini d’une façon moins intuitive que le nôtre, mais d’autre 
part, il lui a permis d’obtenir des propriétés intéressantes pour le Calcul des 
variations. Il va, ici, nous fournir notre troisième application. 


Derinition DE M. Morse. — Soit une courbe continue orientée £ = AB. Elle est 
définie comme la suite ordonnée de points M(¢) dépendant continûment d’un 
paramètre ?, quand £ croît, par exemple de a à b (‘)}. Il s’agit d’y définir une 
représentation paramétrique intrinsèque au moyen d’un paramètre u — u(#) 
fonction continue croissante de t. A cet effet, considérons une suite croissante 
T, de n valeurs de ¢ 

(PT PR her. She, cha P 


Appelons d,(t), la plus petite des cordes du polygone P, ayant pour som- 
mets successifs M(a), M(t), ..., Mt), ..., M(t,), M(t) et m,(t) la borne 
PE RES PEER SERRE ET Ae AN ONE EL” RL Oe dL 

(1°) A special parametrization of curves (Bull. Amer. Soc. Math., t. 42, 1936, p- 915-922). Dan’ 
ce qui suit, nous avons suivi plutôt l’exposé analogue fait par M. Morse, aux pages 100-103 de Topo- 
logical methods in the theory of functions of a complex variable, 1947. 

(11) On suppose que M(¢) n’est fixe dans aucun intervalle de valeurs de ¢. 
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supérieure aire valeurs de d,(t) prises pour toutes les suites T,, pour nett fixes. 
On prendra, avec Whitney et Marston Morse, 


(23) oe Oe) ee à m, (Ee) 


DY on 


Appelons A(z), le diamètre de l'arc de £ correspondant à l’intervalle (a, ¢). Il 
est clair que les côtés de P, sont at) d’où d,(t) < A(t) et, par suite, 


(24) m,(t) < A(t), 
d'où résulte, par (23) et (24): 1° que la série (23) est convergente et 2° que 
| o<p(t) A(t). 


M. Morse a prouvé que p.(¢) est une fonction continue croissante de ¢. Par consé- 
quent, inversement, £ est une fonction continue croissante de D 


=9(#). E 
Kt, en posant 
N(2) =M(9(z)), 


M— N(y) fournit une nouvelle représentation paramétrique de l’arc de £ corres- 
pondant à l'intervalle 
Po (a),  pa—=p(d). 


Il est d’ailleurs clair que p(a)— 0. On aura alors un paramètre intrinsèque + 
-variant de o à 1 sur &, si l’on pose 


Si l’on déplace £ comme un corps solide, les quantités d,,(¢) ne changeront pas 
et, par suite, non plus m,(¢), ni ».(z), ce qui justifie la dénomination, pour y, 
de paramètre intrinsèque. 

Ceci étant, désignons par AM l’espace dont les éléments sont les courbes 
continues orientées, associé avec la paramétrisation intrinsèque de M. Morse et 
avec les définitions de la somme, etc. données pages 244 et 245. D'après la 
page 261, les conditions A, B, C sont vérifiées par JV. Quant à la condition D, 
elle résulte du fait que, quand on passe de £ac.§&, les côtés de P, sont multipliés 
par |c|; que, par conséquent, d,(¢) et u(¢) sont tous multipliés par |c|. Alors, 
au point M de £, correspondant à 

pte) 


(ae 


(8) 
correspondra un point M de c.£, sur 9M, correspondant à 


lelm() 
Te[u()” 


Te 


ce qui établit la condition D. 
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Dès lors, en appliquant le théorème de la page 253, on voit que l'espace M est 
aussi un semi-espace de Banach. 

De plus, d’aprés le Rappel de la page 2.43, on voit ay l'espace ON n'est pas un 
espace de Banach. 

Et, par suite, d’après la remarque I de la page 250, l’axiome 3° ne peut étre 
vérifié par l’espace A. 

Remarque. — Notre but principal ayant été atteint pour nos deux premiers 
exemples, il ne nous a pas paru nécessaire de retarder la publication de ce 
Mémoire pour chercher si l’espace JN vérifie ou non l’axiome 4°. Nous pensons 
qu'il ne le vérifie pas, mais nous espérons que quelque lecteur s’intéressera à 
résoudre ce problème particulier. - 


Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 
3° série, t. 78, 1961, p. 273 à 304. 


SUR LES FONCTIONS ARITHMETIQUES 
MULTIPLICATIVES 


Par M. Huserr DELANGE. 


1. Inrropuction. — On appelle fonction arithmétique une fonction définie sur 
l’ensemble des entiers naturels. 


1.1. f étant une fonction arithmétique réelle ou complexe, si l'expression 


N 
RD (2) 
n=1 
tend vers une limite finie quand l’entier N tend vers +, nous disons que f 
possède une valeur moyenne égale à cette limite. 
Remarquons tout de suite que, comme on le voit immédiatement, il est équi- 
valent de supposer que l’expression précédente tend vers une certaine limite 
quand l’entier N tend vers + ou que l'expression 


I 
me YPM 


NZX 


tend vers la même limite quand le nombre réel positif a tend vers +. 
Lorsque la fonction arithmétique réelle ou complexe / possède une valeur 
moyenne, nous désignons celle-ci par M(/). 
1.2. La fonction arithmétique réelle ou complexe fest dite multiplicative si 
Pona : 
f(mn)=f(m)f(n) toutes les fois que (m, m) =1. 


Si l’on n’a pas f(r) =0 pour tout n, ceci implique (1) =1. 
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Nous désignerons ici par 9 la classe des fonctions arithmétiques réelles ou 
complexes multiplicatives et non toujours nulles. 

Il est clair qu’une fonction de la classe IN est complètement déterminée 
quand on connaît ses valeurs pour les nombres premiers et leurs puissances, et 
que ces valeurs peuvent être choisies arbitrairement. 


1.2.1. Nous désignerons par JM, la sous-classe de I formée des fonctions 
de 2 qui satifont à 


| f(n)| <1 pour tout ». 
Il est clair que, pour qu'une fonction de la classe JN appartienne à la 
classe MN, il faut et il suffit qu'on ait 


| f(p")| 1 pour tout p premier et tout r entier > 0. 
1.3. La fonction arithmétique / est dite additive si l'on a 
f(mn)=f(m)+ f(n) toutes les fois que (m,n) =1. 


Il est clair que, si f est une fonction arithmétique réelle additive, quel que 
soit le nombre réel ¢, la fonction arithmétique g définie par 


g(n) =exp{ it f(n) } 
appartient à la classe Jy. 


1.4. Précisons une fois pour toutes que, dans tout ce qui suit, la lettre p est 
utilisée comme symbole générique d’un nombre premier, 

De plus, lorsque nous considérons une série ou un produit infini dont le 
terme général est une fonction de p, il est entendu que les termes sont supposés 
rangés dans l’ordre des p croissants. 


1.5. Nous avons donné ailleurs (‘) des conditions suffisantes pour qu’une 
fonction de la classe M, possède une valeur moyenne nulle. 

Nous montrerons ici que, pour que la fonction / de la classe M, possède une 
valeur moyenne non nulle, il faut et il suffit que : 


1° la série Ÿ 2 en soit convergente ; 
2° On n'ait Das flat )=—1 pour tout r 1. 
Plus précisément, nous établirons les deux théorèmes suivants : 


Tutorime 1. — St fE IN, et si M( f) ewiste et n’est pas nulle, 


1° la série ya 4 (P) ese convergente ; 
2° Onn ia pas flat )=—1 pour tout r>1. 
AT ER Od ne de | os RE 


(1) Ann. scient. Ec. Norm. Sup., (3), t. 78, 1961, p. 1-29. Dans la suite, nous désignerons ce 
Mémoire par (A). : 
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aoe 2. — Si fEM, et si la série > Ep est convergente, M(/) 
existe et 


#P=T1(-3)) +3 | 


j=1 
Ceci ne peut étre nul que si f( 2") =—1 pour tout r 1. 


Nous compléterons le théorème 1 en donnant une borne supérieure de 
D LR J(P) 
P 


M(/)|- 

Nous compléterons aussi le théoréme 2 par un résultat concernant le cas ou 
la fonction f dépend d’un paramètre. 

On verra que nos résultats permettent de retrouver très simplement les 
conditions nécessaires et suffisantes obtenues par Erdôs et Wintner (?) pour 
qu'une fonction arithmétique réelle additive possède une loi de distribution. 
Cette méthode s'applique d’ailleurs aussi bien au cas d’une fonction additive à 
valeurs dans l’espace R”. 

Dans la démonstration du théorème 2, nous utiliserons un théorème prélimi- 
naire (théorème 3) sensiblement plus général qu’il n’est nécessaire, mais qui 
nous paraît intéressant en lui-même, et dont nous donnerons d’ailleurs une 
autre application. 

Nous donnerons aussi des résultats concernant des valeurs moyennes sur 
certains ensembles d’entiers naturels. 

Cet article présente des points communs avec le Mémoire (A) cité plus haut. 
Nous avons jugé préférable pour la clarté de l'exposé de tout reprendre complè- 
tement ici. | rip 


dépendant uniquement de 


D. PRÉLIMINAIRES. — 2.1. Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant : 
—+ © 


à LE HA An yy . A 
Lemme 1. — Soit la série de Dirichlet > 5) OÙ les coefficients «, sont réels ou 
a 
complexes et satisfont à 


[on|—K  pourtout n>1. 


Si l’on a, quand s tend vers 1 par valeurs supérieures, 


+ © 


1 Œ (4 I 
DE Sr ie) ’ 
TRES —— 1 Ste 

1 


(2) J. London Math. Soc.t. 13, 1938, p. 119-127 et Amer. J. Math., t. 61, 1939, p. 713-721. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 3. 35 
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on a quand «x tend vers + © 


a 

>, 7 = a logx + o[logx]. 
n 

ne 


Il est clair qu’on a nécessairement |«|ZK car, pours réel >1, 


—+ 


> Sl 2K). 


1 


Pour obtenir la conclusion indiquée, il suffit de remarquer que, si l'on pose 
An = Un Wp et aut, 


et si K’>> K, on a quand s tend vers 1 par valeurs supérieures 


+ © 
Rs UE Ke 
NT) 


n° s—I 


1 
et 


+ © < 
ST + K' v + K' 
pero let a ag: | 
ad n° s—I 
| 


ce qui revient a dire que, quand s tend vers zéro par valeurs positives, 


+ © 


D I FETE) AY 
——— 2%] 


n n° S 
1 
et 
+ 0 
» Pr,+K’ 1 y+ K’ 
= Beg Tay Ps, : 
n n° S 


1 


Un théoréme bien connu de Hardy et Littlewood sur les séries de Dirichlet a 
coefficients positifs montre alors qu’on a quand ¢ tend vers + 


! 
D ae ~(u+K’)t 


lognat 


et 
t 
> ee ite ey 


logn=t 


En prenant ¢= log, on trouve que, quand x tend vers + 00, 


n+ K' 
>, a ~ (w+ K’) logæ 
nee 


et 
n + K’ 
Di ‘ — ~(v + K’) loge, 


n<x 
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et, par suite, 
Un l 
> 7 =ulogx +o[logx] 


Max 


et 


Pr 

=? —»] 

=? ogx + o[logx]. 
WAZ x 


2.2. A toute fonction f de la classe 9 nous associerons les nombres PS) 
définis de la façon suivante : 


1 : Ad 1 = (p) (p) 
| ay chaque nombre premier p, nous déterminons la suite c\”( f), c”(f), …, 
2 01). en prenant 


cP(P)=f(p), 
puis, pour r >1, 


r—i 


2 PP =r ff) FU). 


El 
2.2.1. On a pour toutn 1 
(2) f(n)logn=> PIE) logp. 
pi/n 


Cela résulte immédiatement de ce que, si p, est l’un des diviseurs premiers 
den etsin—p;m, avec m non divisible par p,, la somme des termes corres- 
pondant à p—p, dans l'expression au second membre est égale à r f(n)logp.. 


En effet, sir —1, on a le seul terme 
cel ( f) f(m) logpo= f(po) f(m) logpo= f(n) logpo, 
et, sir >1, on a la somme 


r—i 


Dd oA) SF (Pe! m) logp=f(m) logp.y Deh S) f(pe7) + BS); 


j=1 j=1 
d’aprés (1), ceci est égal a 
rf (po) f(m) logpo= rf (x) logpo. 


2.2.2. La formule (2) peut aussi s’écrire 


f(n)logn= So? (f) f(m) logp, 


pim=n 


et l’on en déduit que, pour æ > 0, 


6) Dsioge= À sm ¥/( =), 


NA Max 
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où , est la fonction définie par 
(4) Yp(z)= Yi eP(f)logp (). 
eax 

2.3. Supposons maintenant, jusqu’à la fin de ce chapitre, que la fonction f 
appartienne à la classe Jy. | 

2.3.1. On voit d’abord qu'on a, quels que soient pet r, 
(5) [cl (f)| Lo — x, 

Cette inégalité s'obtient immédiatement, par récurrence sur 7, en tenant 
compte du fait que c?”’(f) = f(p) et de la formule (1). 


2.3.2. Pour chaque p, la série entiére 


1+ J(p/)5 


F1 


est évidemment absolument convergente pour |z|<1 et, en raison de l’iné- 
galité (5), la série entière 
+ © 
> Tf) zi 
J 


=1 , 


I 
est absolument convergente pour | s| << à 


On voit qu'on a pour | z| < - 


RH NES PP). ; 
(6) 1 + ra = Ney - 
En effet, si l’on pose 
F,(s)=1+Ÿ f(p/)s/ 
J=A 


et 
+o (p) 
€, (3) EX Na 
NT | 
j=1 
on voit que, d’après la relation (1), on a pour |3| < * 
2 
CC) F,(s) =F,,(s), 
de sorte que la fonction égale a 


| F,(s)exp{—€,(:)} 
est constante pour | 3| A = 


(*) Signalons que la fonction by considérée ici n’est pas la mé idéré ( 
bankers’ p me que celle considérée dans notre 
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Sa valeur constante est 1 puisque F,(o)—1 et CO) = 0; 


De (6) on déduit que, pour |z|< = 


(7) ua] Sen Lon] 32a} 
PARUS | 


2.3.3. Il est facile de voir qu’on a pour Rs > 1 
yf) f(p!) 
(8) De il pe pF sign | 


On voit immédiatement que les séries et le produit infini qui figurent dans 
cette relation sont absolument convergents. 

Pas Pas ++.» Pas --. étant les nombres premiers rangés par ordre croissant, 
si l’on désigne par f, la fonction de la classe IN définie par 


IP) SUP € Pas 


Ja(P =| é si: pS py, 


on voit de proche en proche, en effectuant des produits de séries de Dirichlet, 
que, si Rs >1, ona pour chaque g 1 


+n g pat j $ 
EAP] 568] 


(8) se déduit de là par passage à la limite en faisant tendre g vers +. 
De (8) on déduit qu'on a pour Rs © 1 


a0) 24 - AT(: e 5) +54 | 


LE | 


d’où, en tenant compte de (7), 


en te vf) yorN=1), 
ra) 2 1g SE fy 297$ [ss > 101 
ou, puisque c(f)=/(p), 


n \ de S(2’) 1 ftp) PF) —a 
de ae a 5) => a7 [oleae DETTES pet 


=a p>? p>? 
721 


2.3.4. Il est à noter qu'on a pour s réel >1 


= CPM Ft 1—Rf(p) 
eo fel Bp pe ep lore BEY 
p>2 p>? p>2 
i>) 
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où a est la constante définie par 


Cela résulte immédiatement de ce que, par suite de l'inégalité (5), 


SP 
JP” 


p>2 
j>1 


Comme 1— ® f(p)=0, (10) entraîne 
54e aye 


p>2 p>? 
J>1 


404) 


(11) 


3. DEMONSTRATION DU THÉORÈME 1. — Soit f une fonction de la classe IN, et 
supposons que M(/) existe et ne soit pas nulle. 


3.1. Ona, quand x tend vers + 0, 


Sir) ~ M(f)x, 


nZx 


ce qui entraîne que, quand s tend vers 1 par valeurs supérieures, 


CV 


> Le) MD). 
Si x 


Il en résulte, d’après la relation (9), que le produit 


(1 5] +B | exp —Y D +> i à 


p>? p>? 
Î>1 


tend vers M( /). 


3.2. Le produit des deux premiers facteurs tend vers 


122) 


pat 


En raison de l'inégalité (11), le fait que M(f) 40 nécessite que 


ce qui revient à dire qu’on n’a pas 


f(2/)=—1 pour tout 7X1. 
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3.3. on voit alors que, quand s tend vers 1 par valeurs supérieures, 
l'expression 


Nine) yo (PRET 
exp pe aad JP? 
p>2 p>2 
1>1 
tend vers une limite finie non nulle. 
Comme 
Se D 1 Ra 1 
2) pe tend vers 2 SUR Na 
p>? ; p>2 
j>1 j>1 


du fait qu'il y a convergence uniforme pour Rs 1 en raison de l’inégalité (5), 


il en résulte que 
aria, sepa) 
p>? 


tend aussi vers une limite finie non nulle. 


Comme Ÿ - fof) est une fonction de s continue pour s réel > 1, ceci 
p>2 
entraine que 


UND) 
DIR 


p>? 
tend vers une limite finie, de sorte qu'il en est de même de 


t= Tp 
> Pa 


Autrement dit, quand s tend vers zéro par valeurs positives, 


Vic f le) 
J! pe 


tend vers une limite finie. 


3.4. Ceci entraine, d’aprés un théoréme taubérien classique, que la série 


De —f(P) 
ie 
est convergente, 


En effet, on peut écrire pour Rs >o 


yer A Sif tas sf est $(1) dt, 


Does 
où 


su ÿ DES M. 


P 
logpZt ‘ p£et 
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Quel que soit À réel > 1, on a pourt >oett<t'Z A 
y if lp) ay 
2 nl taal Zip 


et<p Ze" et<pZem 


|S(#) —S(@) |= 


et il en résulte que 
lim Sup [S(4) —S(t)| jeeioe ss 
t 


t>+olicve 
La démonstration du théorème 1 est ainsi achevée. 
3.5. Nous compléterons le théorème 1 par la remarque suivante : 
La convergence de la série) ee entraîne évidemment celle de la série à 


termes réels > 0 


NE 
P 
On peut ajouter qu’on a 
r= Rp) ER TPE 
sae Lp, hey 


où B= a+ 1, a étant la constante considérée au paragraphe 2.3.4. 


En effet, la relation (9) et l'inégalité (10) montrent qu'on a pour s réel > 1 


1 Slr) VI BSP) 
Bail us Set epee 
En faisant tendre s vers 1, on obtient à la limite | 


MpIgeple- DS 


p>? 


P 


p>2 


d’où 


SEI) Lo blog : 


P MAT 
On en déduit (12) en remarquant que 


Be sts) 
: cS 


4. DÉMONSTRATION pu THtonkmMe 3. — 4.1. Pour établir le théorème 3, nous 
aurons besoin de quelques lemmes simples. 


, . an . car n 
4.1.1. Lemme2. — Si fEM et si la série Lx est convergente, on a 
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Chacune cf séries qui figurent dans cette formule est absolument conver- 


gente et l’on voit immédiatement que le produit infini est aussi absolument 
convergent. 


La démonstration de la formule est semblable à celle de (8) au paragraphe 


2:99: 


4.1.2. LEMME 3. — St fEM et si la série double 


est convergente, la série 


est convergente. 


Cela résulte immédiatement de ce que, pour tout x > 0, 


SOA EE 


RAT Paz Plex 


et de ce que le produit infini 


11 


1] ut | 


est convergent. 

4.1.3. Lemme 4. — Soient g et h deux fonctions arithmétiques réelles ou complexes 
quelconques. 

Définissons une fonction arithmétique f par 

n 
f(n) =D A(d)g (5) . 
djn 
1° Sig 9 et hem, fem. 


ae 


2° St M(g) existe et si la vie LH LRN ogg convergente, M( f) existe et 


ee h 
MN =M (9 > 20. 


1° résulte immédiatement de ce que, quand (m,n)=1, tout diviseur du 
produit mn se met, de façon unique, sous forme du produit d’un diviseur de m 
par un diviseur de n. 


\ Ann, Ec. Norm., (3), LXXVIL. — Fase. 3. . : 36 
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On a ainsi, si(m,n)=1, 


f (mn) = x (à, ae (Fz at a) 


d,/m 
defn 


=YŸ (4) nays (> )e( a)» 


di/m 
da/n 


= f(m) f(n). 


Pour démontrer 2°, nous poserons 


D 10) —=M(g)x +zæzn(x). 


Th Ps + 
Ainsi n(æ) tend vers zéro quand x tend vers +. 


Comme le produit æn(x) est borné sur tout intervalle fini, on en déduit 
que n(æ) est borné pour + > 1 : il existe un nombre positif H tel que 


[an(x)| LH pour TI. 
On voit que, pour æ > 0, 


LI = h(d) Ÿ g(m), 


naa d=x m£$ 
=> x (d) | Mis) a+ an (5)) 
ce qui donne an 
eal Me geen | 
nex nex naw 


h(n) 


Il nous suffit donc de démontrer que > — 


nLT 


TL , 
n(=) tend vers zéro quand x 


tend vers +. 
Or, si e est un nombre positif quelconque, il existe un 2, > 1 tel que 


On a pour x > a, 


passe 


n£x 


In(æ)|Ze pour za. 


a n (2 )|+ 1), (2) 
sree 
pie 4 OM ge LAO, 


nae Enr 


ZA (s) 


nZx 


ce qui entraine 


TT 
lim 


TL} + 


ple anor. 
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4.2. Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théorème 3, dont 
l’énoncé est le suivant : 


Tutorime 3. — Soient f et g deux fonctions arithmétiques appartenant à la 
classe M. 


Supposons que : 

1° M(g) existe; 

> Ÿ PET ee | 

3° Si l'on a|g(2")|—1 pour toutr 1, avec g(2") = (—1)"*' g(2) pourr >1, 
on ait f( 2") = g(2") pourtour 1. 

Alors M( f) existe et 


le produit infini, où le facteur correspondant à p= 2 est pris égal à un s'il se 


; oO = 
présente sous la forme =, étant absolument convergent Ca) 
4.2.1. Soient F, et G, les fonctions définies pour | z|< 1 par 


(a) = Ed pal, pet Gp(s) = 1+ D g(pi) 5. 


j=! HE 


On a certainement G,(z) <0 pour |z| << . puisque, pour || <1, 


= Ÿ [=| 

>| 5 à à & 
>) 8 (p/) <ylel= Ry’ 
pot f= 


et que 
EAS vhs pour js|< = 


1—|z| 


Les fonctions we évidemment égales à 1 pour z—0, sont donc méro- 
PIN : 


morphes pour |3|< 1 et holomorphes pour | z| << =. 
Nous poserons, pour |5|< D 


ear) 
(13) G(s) aoe ei 
J= 


(+) Il est à noter que, dans le cas où M(g) # 9, le résultat est une conséquence du théoréme 2. 
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et nous désignerons par À la fonction de la classe A déterminée par 
hig yaa es 
4.2.2. On voit d’abord qu'on a pour tout n 1 
n 
f(n) — nde (4): 
djn 
En effet, si l’on définit une fonction arithmétique /” par 
fin)=Y uae (4); 
d/n 


f' appartient à la classe ON d’après la première partie du lemme 4. 
Quels que soient le nombre premier p et l’entierr 1, 


S'PN=Ÿ A(pi)# (pr), 


j=0 
=8(p")+ DAP ep), 
=f (p’). ; 


Par suite<f x 
4.2.3. Remarquons maintenant que, quels que soient p et r, 
| h(p") | 27. 
Cela résulte immédiatement de ce que les coefficients du développement en 


F,(3 


série entière de la fonction & (zy sont majorés en module par ceux du dévelop- 
pe 


pement de la fonction 


j=4 22 I - 
NEC 
Ke ‘ 
de 
JE 
Si l’on observe, de plus, que 


‘ h(p)=hP=f(p) — g(p), 


on voit que, pour chaque p> 2, la série 


+n 


y Lee) 
dd p/ 


=a 
est convergente et sa somme est au plus égale a 


FP) PP ae ce. 
P P(P — 2) 
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, L Le LAS 
ous La série AGL ws 0 estqa- dire Sr 


» est aussi convergente, car la 
FA 


F, à 
fonction a est Ps dans un cercle de rayon supérieur à - 


’ I * > 
En effet, G,(z) ne peut s’annuler pour | z| = ; que si l'on a 


PACE: pour tout r X01, 
avec 


EEE) 


Mais, dans ce cas, 


Poe Oa 0 Arts) 


4.2.5. Il résulte de ce qui précède que la série double 


[4 (Gp?) | 
> pi 
Pi 
est convergente. 


Alors, d’après le lemme 3, la série 


VLA)! 
7 


Vt 
1 


est convergente, et, d’après la deuxième partie du lemme 4, M( f) existe et l’on a 


Mi) =M(g) 20). 


On a, d’aprés le lemme 2, 


DR wn) CT [ >) ip | 


et le produit infini est absolument convergent. 


Si p > 2, de sorte que > tak D on a d’après (13) 
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Si G, (5) Ao, on a de même 


ion (5) +220 veo 
PTE aaa TE TS 
1=1 (5) + ye 
j=1 
Si G(2) —=0, ON als) = Gol), een particulier F.(= ] —0o,etl'ona 


+ 


Le théorème 3 est ainsi complètement démontré. 


4.3. Pour la démonstration du théorème 2, nous n’aurons pas besoin de 
ce théorème dans toute sa force, mais seulement du corollaire suivant, qui 
pourrait se démontrer directement de manière plus simple. 


CoRoOLLAIRE. — Soient f et g deux fonctions de la classe M. 
Supposons qu'il existe un ensemble E de nombres premiers tel que > ba Pele Ce 
pe oi 
et que 
Sip a) quand peE 
et 


I (P”) =8(P") quand p&E. 
Alors, si M(g) existe, M( f) existe. 


5. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2. — 5.1. Pour établir le théorème 2, nous 
avons encore besoin du lemme suivant : 


Lemme 5. — Soit f une fonction de la classe M, et supposons que 


1/02 )=1pour tout yo; 
2° f(p) tende vers 1 quand p tend vers + : 


3° la série > Ap soit convergente. 


Alors M( f) existe. : 

5.1.1. On voit d'abord que la HSE Ÿ, introduite au paragraphe 2.2.2 
satisfait à | 
(14) P(e) = + of] 


quand æ tend vers +. 
En effet, comme c”( f) =f(p), ona 


(x)= Di Jp) logp + Ÿ cP (f) logp. 
pax pi£x 


J>1 
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On a ensuite 


DSP) logp = ¥ logy + ¥ [f(p)—1[logp, 


pax Pax jee 
= æ+0[#|, 
puisque /(p)—1 tend vers zéro quand p tend vers +. 
Par ailleurs, 


pilex 


/>1 


D Pts ogp = Ÿ, | D PO) + 


pi£x p£Vr 
j>! 


Mais, d'autre part, comme /(2")==1 pour rdxz, la formule (1) montre 
que ©, (f)=1 pour r 1, de sorte que 


> cr. tf )logas = D log2 logx. 
ZX w2x 


j>1 j>t 
Par ailleurs, pour chaque p > 2, on a d’après (5) 


log a log 2 
4 £ 


> cP(f)logp | > 2! log p < 28? ‘log p = 2.28? log p. 
piZx piZx 

pt 

Donc 
log2 log2 

> chef) logp | Zlogx + 2æ 831083 + 2 1085 >i log p, 
pi£æx p£Vx 

j>1 

=e aly 


5.1.2. De (14) et du fait que Ÿ,(x) est bornée sur tout intervalle fini, on 
déduit immédiatement que, pour x infini, 


> (2) = = o[xlogx|]. 


max 


5.1.3. La formule (3) du paragraphe 2.2.2 peut s écrire 


LTP logn=e DIM +¥ sim] y(Z)- FI, 


Woe max MAX 
ee. 
0 cee) | sawed L 
$ m m 
on en déduit 


(15) > f(n) Logn = PAY + ofa loge. 


et, comme 


Lion WG) | = 
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5.1.4. Maintenant, la formule (g) du paragraphe 2.3.3 montre que, 
lorsque s tend vers 1 par valeurs supérieures, 


FL 
I ñ 
HER 
tend vers une limite finie, soit «, de sorte qu'on a 
Pr 
n° Sol 
Alors le lemme 1 montre qu’on a pour æ infini 


»+ pe = a logæ + o[logx] 


ner 


et (15) donne 
(16) DJ (2) logn = ax logx + o[xlogx|]. 
5.1.5. Si l'on pose 


F(z) =i f(a), 


na=x 


on a pour 7.1 


nZx 


= 


D J(n) logn es logt dF (t) = F(z) loge -f Er 


= F(x) logr + O[x]. 
Avec (16), ceci PEU pour a jun 


F(z)= ax + o[x|]. 
Donc M(/) existe et est égale à «. 


5.2. Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théorème 2. 
Supposons donc que / soit une fonction de la classe Ny, assujettie seulement 


à ce que la série 
x I) 
; £ 
soit convergente. 


972.1 


. La convergence de la série 


SET) 


7 
implique évidemment celle de la série à termes > o 


1—Rf(p) 
jt. 
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On peut ut une fonction positive #æ(p) telle que #(p) tende vers + 
quand p tend vers + co, mais que la série 


» œ (p) Sr 


soit encore convergente. 
Soit E l’ensemble formé du nombre 2 et des p > 2 pour lesquels 


EBSD) > sry 
silyena. 
Ona. Sis we car, si peE et ae 
Xp sh P > 
ae RED) 
us + Le es 


Soit g la fonction de la classe N déterminée par 


fCp'). si, pes, : 


HAS I si peE. 


9.2.2. g appartient évidemment à la classe IN,. 
On a g(2”)=1 pour tout r 1, puisque 2€E. 
g(p) tend vers 1 quand p tend vers +, car on a toujours 


1—RS(p)< aay 
de sorte que R g(p) tend vers r. 
Enfin, la série eee — ae est convergente. 


En effet, on a pour Hie 


DS Ferre) => 1 ep) ay Bn ee 
ae e per Bay 4 
per 


Les deux sommes au second membre tendent vers des limites finies quand x 
À dx A 2 
tend vers +, la première par hypothèse, la seconde parce qu’on a 


=) LE i Se Wahi bey 
P P 


Ceci étant, le lemme 5 permet d'affirmer que M(g’) existe. 
Alors, le corollaire du théorème 3, énoncé au paragraphe 4.3, permet 


d'affirmer l'existence de M( f). 
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5.2.3. Pour déterminer la valeur de M(/), observons que, du fait que, 


pour æ infini, 


YS s(n) =M(f) 2+ ofa}, 


Lop ae a) 


il résulte que, quand s tend vers 1 par valeurs supérieures, 


ye = MA oft], 
s—I S—1. 


Ln 


de sorte que ~~ ae DE 
La formule (9) a paragraphe 2.3.3 montre alors que 


RE ee 
j=! 


p>2 p>? 
ET 


Ceci montre déjà que M( f) ne peut être nulle que si 
Slo, 
2/ : 


c'est-à-dire si f(2/) =—1 pour tout 7X1. 
D’autre part, on voit que M( f) est la valeur du produit infini convergent 


N(:- =) | Eee | 


Tous les facteurs autres que le premier, correspondant à p= 2, sont 
non nuls. | 
De plus, pour chaque p > 2, la formule (7) du paragraphe 2.3.2 donne, en 


(3S pong 


j= 


prenant z= À 


On a, par suite, pour x > 2, 


DE] 2 29-4 


2<p£x 2<p£x 
Î>1 


ates y tw y “p= 


Î 
2<p£x 2<p£x JP 
j>1 
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et, quand x tend vers +, ceci tend vers 


D i PI) 


ps2 jy) J | 


jel 
La démonstration du théoréme 2 est ainsi achevée. 
5.3 Nous compléterons le théorème 2 par la remarque suivante : 


Soit f une fonction de la classe M,, dépendant d’un paramètre t, qui parcourt 
un certain ensemble de points d’un espace topologique. 


Supposons, d’une part, que, pour chaque t appartenant à cet ensemble, la série 


» i—f (Pp) 
P 
soit convergente, de sorte que M( f) existe d’après le théorème 2, d’autre part, 


que, pour chaque nombre premier p et chaque entier r~x1, f(p') soit une fonction 
continue de t. 


Alors M( f) est le produit de exp —» = par une fonction continue 
de t. | 


Ceci se déduit immédiatement de la première expression de M(f) obtenue 


+o 
a Fe 2) Ae 
au paragraphe précédent, en observant que la série Ng Aaa et la série 


i=1 
PCF) —1 PAR ; | 
double D sont uniformément convergentes par rapport à ¢ et que, 
SR 
751 


pour chaque p, les c? s’expriment par des polynomes en f(p), f(p°), 
JC) 

6. APPLICATION AUX FONCTIONS REELLES ADDITIVES. — f étant une fonction 
arithmétique réelle, désignons par N;(x, u) le nombre des » au plus égaux à x 


our lesquels 
P À of (RYE 


On dit que f possède une loi de distribution s’il existe une fonction réelle o 
non décroissante sur |— 0, +æ[ et satisfaisant à 


lim o(u)—=0o et hole r, 
u>— D u>+o 


telle que, pour toute valeur de w pour laquelle est continue, —N,(a, u) tende 
vers o(u) quand x tend vers +. 


6.1. D'après un théorème bien connu du Calcul des Probabilités, pour qu'il 
en soit ainsi, il faut et il suffit que, quand x tend vers +, 


+a gi y 
ilu 2 < 
ie e al Nea u) | 
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converge vers une fonction continue ®(Z). 
Mais on voit immédiatement qu'on a 


[ve AT u) | és ~ > explit f(~)]. 


Raw 


Donc, pour que la fonction arithmétique réelle f possède une loi de distri- 
bution, il faut et il suffit que, pour chaque t réel, la fonction arithmétique 
égale a 

exp|tt f(n)] 
posséde une valeur moyenne, et que cette valeur moyenne soit une fonction 
continue de £. 

6.2. On va voir que, grâce à cette remarque, nos résultats fournissent une 
nouvelle solution du problème qui consiste à trouver des conditions nécessaires 
et suffisantes pour qu'une fonction arithmétique réelle additive f possède une 
loi de distribution, problème résolu par Erdôs et Wintner. 


Les conditions obtenues par Erdés et Wintner sont les suivantes : 


Si l’on définit une fonction /* sur l’ensemble des nombres premiers par 


f(p) quand | f(p)|<1, 
I 


f = | quand | f(p)|>31, 


il faut et il suffit que les deux séries 
JC) J'Y 
Papert des 


soient convergentes. 
On voit immédiatement que la convergence de ces deux séries est équivalente 
à ce qui suit : 


Quel que soitR >o,ona 


hy PT et > Ce PO 
If(p)|>R '  [flpleR “4 
et la série 
If (per 


est convergente. 


Il suffit d’ailleurs que ceci ait lieu pour un R > o pour qu'il en soit de même 
pour tous. 


6.3. Soit done / une fonction arithmétique réelle additive. 


6.3.1. Supposons d’abord que possède une loi de distribution. 
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D 
Le] 
Cr 


- Alors, pour chaque ¢ réel, la fonction arithmétique égale à 
exp[it f(n)] 
possède une valeur moyenne (+), et la fonction ® est continue. 
Comme D(0o)— 7, il existe un nombre positif T tel que 
| ®(¢)|S pour | tz T. 
Le théorème 1, avec le complément que nous lui avons donné au para- 
graphe 3.5, montre alors que, pour chaque t réel satisfaisant à |¢|T, la série 


Yeats) 
P 


est convergente, de sorte qu’il en est de même des séries 


= pees 
et 

(18) yee, 

et ona 

(19) D cc, 


où C = B + log2. 
La convergence de la série (17) pour |¢| ZT entraîne celle de la série 


D 1— cost f(p). 
# 


» 


PAIE 
et, comme il existe un « > o tel que 
1—Ccos0> «0? pour |0|=—a2, 
on en déduit la convergence de la série 
D EP 
ety 
MOI 
Par ailleurs, l'inégalité (19) donne 
D 1— cost f(p) LC 
P == d 
LSP >e 
d’où, en intégrant sur l’intervalle [o, T] et divisant par T, 
A) = | 2c 
2 P le ds Sel) PO 


FPE 
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Comme, quand | f(p)| > 7 


on déduit de la que 

D 4 <9 C, 
tae 

p)|> 


2 
T 


IF ( 


Compte tenu de ceci, la convergence de la série (18) pour |¢|<T entraîne 
celle de la série 


sint f(p) 
pa mt 


fine 
et, comme, pour |4|—<2, 
}0— sind] => 22, 
on en déduit la convergence de la série 
¥ LCP), 
P 


IS Pee 
6.3.2. Supposons maintenant que, pour tout R > 0, on ait 


Ss =<+o et > IE e+, 


lf (p)|>R | f(p)}eR 
et la série 


soit convergente. 
On voit que, quel que soit T >, la série 


D 1 — exp{it f(p)] 
P 


est uniformément convergente sur l'intervalle [— T, + T]. 
R étant fixé arbitrairement, on voit d’abord que la série 


1— exp[it f(p)] 


LF(PIXR £ 


est uniformément convergente sur [—T, + T], puisque 


= pli Pa 
P FT qe 
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Ensuite, il en est de même de la série 


is expres ytp)l 


If (p)|eR a 
carona 
EDL PUG Hp rye = toe Oy à 2 1 (Pp) _ ue | 
P P P P P 


et, quand | /(p)|R, on a pour |t|<T 


pe OPEL) eye ip) 
2 


P 2p We 
et 
oe _ sine f(p) | 2 ip TR Pp) 
P P a 6p a) P 


Il résulte de là que la série 
Y 1 — exp| it f(p)] 
P 

est convergente pour tout £ réel et sa somme est une fonction continue de ¢. 

Alors, le théoréme 2, avec le complément que nous lui avons donné 
au paragraphe 5.3, montre que, pour chaque ¢ réel, la fonction arithmétique 
égale à 

exp[i f(n)] 
_ possède une valeur moyenne, et que cette valeur moyenne est une fonction 

continue de ¢. 

La fonction f possède donc une loi de siidpeibuitions 

6.4. La méme méthode permet de traiter le cas d’une fonction additive a 
valeurs dans l’espace R”. 

f étant une fonction arithmétique à valeurs dans l’espace R”, désignons 
par N;(x, &)le nombre des n Z x pour lesquels f(n) appartient à l’ensemble &. 

Nous dirons que f possède une loi de distribution s’il existe une mesure 
positive ou nulle x définie dans R” et satisfaisant à p.(R”)—=1, telle que, 


pour tout ensemble & dont la frontière est de mesure nulle, =N;(æ, &) 
tende vers p.(G) quand x tend vers +. 


Si f est additive, on trouve que, pour que f possède une lot i distribution, i 
faut et il suffit que, pour tout R>> 0, on ait 


> =e ot co et D; DE < +0 


HA(P) || >R Il f(p) I eR 


ftp) 
iar. 


Il f(p) LAR 


et la série 


* 
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soit convergente, ou, ce qui revient au méme, que, st 
f(n)={fitn); Alm), 25 fn(n)} 


chacune des fonctions fi, fr, «++; fm possède une lot de distribution. 


7. VALEURS MOYENNES DE FONCTIONS MULTIPLICATIVES SUR CERTAINS ENSEMBLES D ’ENTIERS. 
— Soit A un ensemble infini d’entiers naturels, et soit ,(æ) le nombre des 
nombres de A au plus égaux à æ. 


f étant une fonction arithmétique réelle ou complexe, si l'expression 


es at) 


n<x 
nea 


tend vers une limite finie quand x tend vers +, nous dirons que f possède 
une valeur moyenne sur l’ensemble A égale à cette limite. 

Nous désignerons la valeur moyenne de / sur l’ensemble A, lorsqu'elle existe, 
par M(/, A). | 

La valeur moyenne M(/) considérée jusqu'ici apparaît comme cas particulier 
de celle-ci, en prenant A égal à l’ensemble de tous les entiers naturels. 

7.1. Le théorème 2 entraîne que, st f est une fonction de la classe M, et st la 
Serle 

ie — #(p) 
p , 

est convergente, f possède une valeur moyenne sur l’énsemble Q des entiers positifs 
qui ne sont divisibles par aucun carré autre que 1. 


Cette valeur moyenne est d’ailleurs non nulle et est en général différente 
de M(f). 


Ceci résulte immédiatement de ce qu’on a 


Dm=T Alr), 


n£æx nZw 
nEQ 


où /, est la fonction définie par 
| fn) © Sion eQ, 
fin) =} o si n€Q, 
fonction qui appartient aussi à la classe ON. 
On voit que 


Mf Q)=FMp)=[] [1-22]. 


PR 


7.2. On peut obtenir des résultats relatifs à des ensembles autres que Q 
grâce au théorème suivant : 
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Tréorëme 4. — Soient J eth deux fonctions de la classe N,. 
Supposons que : 


+ QHI—R g 
1° La serie > OEP) soit convergente, 


2° Il existe un nombre réel ou complexe 9, différent de x, tel qu'on ait pour x 


infini 


x x 
» h(p) — Plogæ 2 of tex | 


penx 


Alors M( fh) existe et est nulle. Autrement dit, on a pour x infini 


SD f(r) h(n) = ofa]. 


na=x 


Ce théorème s établit aisément comme suit : 


Définissons l’ensemble E, puis la fonction g, comme au paragraphe 5.2.1, 
en omettant toutefois le nombre 2 dans l’ensemble E. 


Comme au paragraphe 5.2.1, ona 
D = <+o, 
fy 
per 
geM,, et g(p) tend vers 1 quand p tend vers + o. 


Si g, est la fonction de la classe At déterminée par 


&1(p”) =8 (Pp) A(P), 


gi Eon, et l’on a pour æ infini 


SY (ep) = ¥ hp) D1 a (p)] A(P), 


pen pen per 
NS ae Were 
=? loge loga |’ 


puisque [1 — g(p)]A(p) tend vers zéro quand p tend vers + 0. 

Le théorème principal de notre Mémoire (A) permet alors d'affirmer 
que M(g,) existe et est nulle, et le théorème 3 permet d’en déduire que M( fh) 
existe aussi et est aussi nulle. 


7.3. Comme première application, indiquons le théorème suivant : 
Tutorime 5. — Soit f une fonction de la classe M, telle que la série 


MAT A 
D Es me 


soit convergente. 
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Si k est un entier >1 etl un entier quelconque, f possède une valeur moyenne 
sur l’ensemble des entiers positifs satis faisant à 
n = l(modé). 


7.3.1. Silest premier avec #, le théorème 4 montre que, lorsque x est un 
caractère modulo # autre que le caractère principal, on a pour æ infini 


D f(r) xr) = 0/21. 


na=x 


Si y, est le caractère principal, le théorème 2 montre que M(/yo) existe, de 
sorte qu’on a pour æ infini 


D f(r) xL(n)=M(fx)z+ofx]. 


ieee 


On déduit de là que 


RAT 


»à TRI 705 270 D(x), 


nZ2x 
n=l(mod #) 


= 50) M(fx)x + of x]. 


J possède donc sur l’ensemble considéré une valeur moyenne égale a 


7.3.2. Si(k, D =¢>1, et si l’on pose 
kan 0k et = 07 
ona(#, l’) =1 et l’on voit que la condition 


n=l (mod k) 
est équivalente a 


n=odn', avec n'=l (mod 4’), 


On voit aussi que 


jm) => Way a(5)> 


d/n 
où À est la fonction arithmétique définie par 


Ô , + 
> plays ( 7 si nn’a pas de diviseurs premiers autres que ceux de à (°), 


dj/n 


h(n) = 


0 dans le cas contraire, 


(5) Ici, » est naturellement la fonction de Mübius. 
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et g est la fonction de la classe IN déterminée par 


pO) si po, 


&(p") = hs 
I si p/o. 


On arrive au résultat en utilisant ce qui a été établi au paragraphe précédent 
et le complément suivant à la deuxième partie du lemme 4 : 

Les notations restant inchangées, si l’on remplace l'hypothèse que M(g) 
existe par celle que, pour tout / premier avec #, où k est un entier donné Dir 
la fonction g possède une valeur moyenne égale à À sur l’ensemble des n satis- 
faisant à 

n=l (mod), 


on peut conclure que, si (4, 7) =1, la fonction f possède une valeur moyenne 
: ee de 
sur l’ensemble des x satisfaisant à cette condition, valeur moyenne qui est 


égale a 
h(n) 
‘ > he 


(k,n)=1 


+ 2 
here h n . she 5 
La série ps est bien convergente ici car, comme on a, quand 7 n’a 
1 


pas de diviseurs premiers autres que ceux de 6, 


|a(n)| 2 > |e (4) |, 


d/n 
on a pour toutæ >o 


2 | +3 |=) 


nZx p/è piZ£æ 


7.4. Comme autre application du théorème 4, on a encore le théorème 
suivant : 


TaéorÈme 6. — Soient q un entier >1 et & une fonction arithmétique réelle 
additive, à valeurs entières, et supposons que : 


1° Pour chaque entier m, l’ensemble E,,, des nombres premiers tels que 
F(p)=m  (modg) 
possède une densité par rapport à l’ensemble de tous les nombres premiers, sou D, ; 
2° Le plus grand commun diviseur de q et des m positifs et <q —1 pour 
lesquels D, > o soit égal à 1. 
| Alors, d’aprés le théoréme 4 de notre Mémoire (A), pour tout entier r, 
l’ensemble des entiers naturels x pour lesquels 


F(n)=r (modg) 
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Pr , «JE » . . A 
posséde une densité égale a : et l’ensemble des nombres de Q satisfaisant à la 


À ots s eet 6 
méme condition posséde une densité égale a amt 


St f est une fonction de la classe M, et si la série 
Sa sie) 

is 
est convergente [de sorte que M(/) existe d’après le théorème 2 et M(/, Q) 
existe d’après ce qui a été dit au paragraphe 7.1], quel que soit Ventier r, la 
fonction possède une valeur moyenne égale à M(f) sur l’ensemble des entiers 
naturels n pour lesquels 

F(n)=r (mod gq) 

et une valeur moyenne égale à M( f, Q) sur l’ensemble des nombres de Q satis- 
faisant à la méme condition. | 


7.4.1. Pour établir ce résultat, nons introduisons d’abord les fonctions ; 
définies par 
Linie exp | F(n)}- 


Chacune de ces fonctions appartient à la classe IN, et l’on a pour z infini 


al x T 
> hy(P) = Pi Toga + =| 


A pax 
ou 
7-1 oe 
= Sp oe ree 
P7 2 P q À 
q—1 
Comme tous les D, sont o et > Die on ne peut avoir p;=1 que 
m=0 


si jm = 0(modq) pour tous les m satisfaisant a1—<m —q —1 et tels que D, > 0, 
ce qui n’est possible que si j = o(modg). 
Donc, si j >< o(modg), le théorème 4 montre qu’on a pour 2 infini 


D J(n) hyn) = ofa], 


c'est-à-dire LL: 
SS) exp) “2 #(n) |=otæ) 


n<x 


ou, en multipliant par exp] — 2 |, 


DOTE UOERIENE 


nex 
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En ajoutant les relations correspondant à j=1, 2, ...,q—1 et la relation 


DVL) =M(f)x + of x], 


NZX 


et divisant par g, on obtient 


Diy af (ny aMNe +0[ 2]. 


NZX 
§ (2) =r (mod q) 


Le résultat relatif aux nombres de Q s’obtient en raisonnant sur la fonction ih 
considérée au paragraphe 7.1 au lieu de la fonction f. 


7.4.2. A titre d’exemple, on peut prendre pour #(n) dans le théorème 6 le 
nombre des diviseurs premiers de n, ou le nombre total des facteurs dans la 
décomposition de » en facteurs premiers, ou la somme des puissances Ame des 
diviseurs premiers de », ou le nombre des diviseurs de 7 appartenant à un 
ensemble donné de nombres premiers possédant une densité positive par 
rapport à l’ensemble de tous les nombres premiers, etc. 


7.5. Si f est une fonction de la classe IN, dépendant d’un paramètre ¢ qui 
parcourt un certain ensemble de points d’un espace topologique, si la valeur 
de f pour chaque nombre de la forme p” est une fonction continue de ¢, et si la 
série 
Se: waits 

P 
est convergente pour chaque valeur de z, sa somme étant une fonction continue 
de ¢, on voit sans peine que chacune des valeurs moyennes qui existent pour 
chaque valeur de ¢ d’après le théorème du paragraphe 7.1 et les théorèmes 5 
et 6 est une fonction continue de £. 


7.6. f étant une fonction arithmétique réelle et A un ensemble infini 
d’entiers naturels, on peut définir le fait que f possède une loi de distribution 
sur l'ensemble À en remplaçant, dans la définition donnée au début du 
chapitre 6, du fait que f possède une loi de distribution, -N,(a, u) 
par Ne, u, A), où N;(x, u, A) est le nombre des n appartenant à A, au 

VAT 
plus égaux à a et tels que f(r) <u. 

Par une modification semblable de la définition donnée au paragraphe 6.4, 
on définira le fait qu’une fonction arithmétique à valeurs dans un espace numé- 
rique à un nombre fini de dimensions possède une loi de distribution sur un 
ensemble donné d’entiers naturels. 

Dans les deux cas, si l’on prend A égal à l’ensemble de tous les entiers 
naturels, on retombe sur le fait de posséder une loi de distribution considéré 


précédemment. 
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Ceci dit, ce qui précède entraîne que, lorsqu'une fonction arithmétique addi- 
tive, réelle ou à valeurs dans un espace numérique à un nombre fini de 
dimensions, possède une loi de distribution, elle possède aussi une loi de dis- 
tribution sur l’ensemble Q et sur chacun des ensembles d’entiers naturels consi- 
dérés dans les théorèmes 5 et 6. Dans le cas des ensembles considérés dans le 
théorème 6, on peut ajouter que la loi de distribution est la même pour 
l’ensemble des n tels que F(n)=r(modg) que pour l’ensemble de tous les 
entiers naturels, et elle est la même pour l’ensemble des nombres de Q satis- 
faisant à la condition indiquée que pour l’ensemble Q. 


l= 


Ann. scient. Ee. Norm. Sup., 
3° série, t. 78, 1961, p. 305 à 4r2. 


SUR CERTAINES PROPRIÉTÉS INVARIANTES 
PAR DÉFORMATION DES CONGRUENCES DE DROITES, 
DE CERCLES OÙ DE SPIIÈRES © 


Par M. F. BOREL. 


INTRODUCTION. 


Soit une surface S de l’espace euclidien E*, donnée, O étant un point fixe, 
par une représentation paramétrique : 


—> + 
OM=M(u') (i=1, 2). 


ie 
Nous nous placerons en général dans l’espace euclidien réel. M(u‘) sera sup- 
posée pourvue de dérivées partielles continues jusqu’a un ordre suffisamment 


> 
QM. OM 
élevé pour justifier les calculs qui vont suivre et telle que —; Ful? daa Ne Solent pas 


colinéaires, ceci sur un certain domaine du plan réel des w. Cependant la 
plupart des calculs sont encore valables dans l’espace euclidien complexe a 


condition de supposer M(ui ) analytique relativement aux variables complexes wu’. 
Il faut toutefois remarquer dans ce cas que, lorsqu'une direction de droite a été 
déterminée par la donnée d’un vecteur unitaire, les directions de droites iso- 
tropes sont automatiquement écartées. Ainsi le fait de choisir une normale 
unitaire a S écarte le cas où S serait une développable isotrope, mais ce cas est 
sans intérêt pour des problèmes de déformation. 


(1) Thèse Sc. math., Paris, 1960. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIIL. — Fasc. 4. 39 
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A tout point M(u') de S nous associons le repère R(w) constitué par les trois 
= ce Q 
OM. OM. RESTE : eee ° 
Fat? dai te fl désignant l’une des normales unitaires à S en M(u') 
JU ue 


choisie de manière à varier continuement : 


vecteurs 


> > 
où | aM 
1 2 
Oe me LES (=a) 
OM . OM 
au | ou 


Soit S’ une deuxième surface rapportée aux mêmes paramètres u' que S et 
telle que la correspondance ainsi établie entre S et S’ soit une jsométrie. De la 
même façon que pour S, à tout point M'(u') de S’ nous pouvons associer un: 
repère R’(u') et en vertu de l’applicabilité, si le choix de € a été le même dans 
les deux cas, les repères R(u') et R'(u') sont égaux. Il existe un déplace- 
ment @(u') de E* tel que : 


(ui) sie R'(ui). 


Supposons qu'à chaque point M(u’) de S soit associée une figure F(w’) de E*. 
Cette figure sera en général définie dans le repère R(w) par la donnée de 
certains paramètres qui seront des fonctions des wu‘; fonctions qui seront suppo- 
sées posséder des dérivées partielles continues jusqu’à un ordre suffisamment 
élevé ou être éventuellement analytiques. L'ensemble des F(w'‘) que nous appel- 
lerons une congruence de figures, sera désigné par | F(u')]. La congruence [ F | 
sera dite attachée aS. 

S’ étant une surface isométrique à S, nous pouvons lui attacher la congruence 
de figures [ F’(u')| déduite de [ F(u‘)] par 


F (ut) 2) F (ui). 


F’(u*) sera définie dans R'(u') par les mêmes paramètres qui définissent F(w') 
dans R(u'). S' étant parfois appelée une déformée de Sau sens de Gauss, nous 
dirons que la congruence [F'1 est une déformée de la congruence | F | attachée à la 
surface S. Cette notion de déformation est indépendante du systéme de variables 
utilisé. Un changement de variables u'= f;(v*) modifie les repères en Mu) 
et M'(u') mais les nouveaux repères se correspondent encore dans le dépla- 
cement (ui) = @[ f;(v")]. 

On peut se demander s’il existe des congruences de figures attachées à une 
surface S qui possèdent certaines propriétés (&) de telle sorte que dans une 
déformation arbitraire de S toutes les déformées des congruences envisagées 
possèdent aussi la propriété (@). La propriété (®) sera dite alors invariante dans 
une déformation arbitraire de S. 
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La présente étude porte principalement sur le cas des congruences de sphères 
(admettant S pour déférente), de droites et de cercles. Une méthode générale 
a été suivie pour l’effectuer : les différents problèmes ont été mis en équation 
avec le système de paramètres (w’) le plus général de S de manière à bénéficier 
de l’aide apportée par le calcul tensoriel. Le fait de n’introduire dans les équa- 
tions que des éléments ayant un caractère tensoriel relativement à l’espace de 
Riemann a deux dimensions constitué par S, outre le grand allègement apporté 
dans certaines écritures, facilite l'interprétation de quelques résultats grace à 
la forme intrinsèque sous laquelle on les obtient. Cependant certains problèmes 
n ont pu être résolus qu'après une particularisation convenable du système de 
paramétrage de S. Celle-ci a parfois été dictée par la forme des équations géné- 
rales obtenues, alors qu’elle n'apparaissait pas nettement au départ. 

Les notations utilisées sont du type de celles qu’emploie M. J. Favard dans son 
« Cours de Géométrie Différentielle Locale ». Un usage fréquent a été fait des 
tenseurs antisymétriques 7;; et r// associés à la métrique de S 


ds* = g;; dui du’ Me =dér(enren)s ir] 


et définis par 


7; et + sont deux formes d’un même tenseur euclidien, leur caractère tensoriel 
n'étant cependant assuré que pour les changements de variables conservant 
l'orientation de l’espace de Riemann. Ces tenseurs se prêtent à l'expression du 
développement de certains déterminants lorsqu'on désire faire intervenir le plus 
grand nombre possible d'éléments intrinsèques. Ainsi 


a a ai, 0; | (¢ indice de ligne du déterminant), 

nd I mee 
TÜ Api Ax; = — Tre dét(ai;), 

& 

, RE ye Ge 
dét(æ;)= 5 8t TY anid], 
A; a A; 1 LÉ J 

if i b dét(A;;) + gt cha, À ;1 Be 
B; bd 


(i=1, 2 indice des deux premières lignes, j =1, 2 indice des deux premières 


colonnes). ; 
Signalons d’autre part la propriété suivante : 


cite == OF (Symbole de Krénecker) 
et le fait que les ¢enseurs ri}, 7; sont des tenseurs stationnatres. 
La deuxième forme quadratique fondamentale de S est notée 


ni dui du}. 
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Le symbole « d » est réservé à la différentiation des fonctions scalaires ainsi 
qu'à la différentiation des fonctions vectorielles dans E’. Le symbole «D » 
désigne la différentiation absolue relativement à l'espace de Riemann constitué 
par S. 

Les différentes propriétés envisagées pour les congruences examinées dans 
cette étude s'expriment par des relations en termes finis relativement à 11, 4125 
Yoo de la forme 
(1) Pi(M11, Mo, N22) = 0 (Ai by uses 27701 


où P, est un polynome du premier ou du second degré dont les coefficients 
dépendent de g;; et des paramètres fixant la figure F(w') dans R(u'). Ces coef- 
ficients sont donc des fonctions des wu‘ invariantes dans la déformation arbitraire 
de S. Pour que la propriété traduite par les équations (1) soit invariante dans 
une déformation arbitraire, il faut et il suffit que toutes les solutions 741, M1», 
>, du système de Gauss-Codazzi, relatif au ds? de S, vérifient les équations (1). 
Pour cela il faut et il suffit que pour tout (u'), tout système de valeurs 7,4, 12, 
>, vérifiant l'équation de Gauss 


(2) 41093 — (M2) — gK = 0, 


où K est la courbure totale de S, vérifie les équations (1). Done si P4 est du 
premier degré il faut et il suffit que tous ses coefficients soient nuls pour 
tout (w'); si P, est du second degré, il faut et il suffit que tous ses coefficients 
soient, pour tout (u'), proportionnels à ceux du premier membre de (2). 


Dans une première partie, sont examinés quelques problèmes de déformation 
arbitraire, avec conservation d'une propriété, pour des congruences de figures 
qui se définissent à partir d’une congruence de sphères attachée à S et admet- 
tant S pour déférente. On étudie en particulier des exemples de congruences de 
droites attachées à S et possédant des propriétés invariantes dans une défor- 
mation arbitraire (congruences de normales, congruences dont une famille de 
développables est persistante) et deux exemples de systèmes cycliques attachés 
à S et restant des systèmes cycliques dans une déformation arbitraire. 


Dans une deuxième partie, sont étudiés deux problèmes de déformation arbi- 
traire relatifs à une congruence de droites attachée à S dans le cas le plus 
général et dont des cas particuliers ont été signalés dans la première partie. 
C'est, tout d'abord, le problème de la recherche de toutes les congruences de 
droites attachées à S, dont une famille de développables a pour image sur S une 
famille de courbes invariantes. Ce problème y est complètement résolu. 

Ensuite est traité le problème des congruences de normales attachées à S et 
conservant cette propriété dans une déformation arbitraire. Des familles de 
solutions dépendant de fonctions arbitraires en sont données. Dans le cas où le 
rayon D(w) est situé dans le plan tangent en M(w'), la possibilité d'extension 


Py. 
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5 ak œ : 4 . 
d'un théorème de Darboux sur les systèmes cycliques est examinée. Elle conduit 
à une propriété caractéristique intéressante d’une classe de congruences de nor- 
males attachées à S et signalées à un autre point de vue par M. P. Vincensini. 


La troisième partie est consacrée aux congruences de cercles admettant une 
infinité de surfaces trajectoires orthogonales (systèmes cycliques) pour 
lesquelles cette propriété est invariante dans une déformation arbitraire. 

L'intérêt de la recherche des systèmes cycliques arbitrairement déformables 
provient en grande partie des liens étroits qu’elle présente avec la théorie géné- 
rale de la déformation des surfaces. C’est à ce point de vue qu’ils ont été étudiés 
par différents auteurs (Ribaucour, Darboux, Bianchi, P. Vincensini, etc. ) qui 
en ont donné des solutions particulières. Ce problème est envisagé ici dans 
toute sa généralité et sa solution complète en est donnée. 


J. — DEFORMATION DES CONGRUENCES DE SPHERES. 


1. PRINCIPALES CONGRUENCES DE FIGURES ATTACHEES A UNE SURFACE OBTENUES PAR LA 
DONNÉE D'UNE CONGRUENCE DE SPHÈRES. — A la surface S dont le point courant 
est M(u'), attachons la congruence de sphères [2(w')], la sphère Eu’) étant 
centrée en M(w'), son rayon étant. une fonction donnée des u': R(w'). Nous 
supposerons R(w‘) munie de dérivées partielles continues jusqu'à un ordre 
suffisamment élevé pour permettre les calculs qui vont suivre. | 

Cette congruence de sphères admet une enveloppe et les points de 
contact P(u'), P'(uw) de X(u') avec chacune des deux nappes de lenveloppe 
sont situés sur la perpendiculaire au plan tangent en M(u') à S menée par le 


point I(u') défini par 


MI — RR =— 0, 
Cov. R (ui) (a) 
en posant 
I 9 
p = 3 R?, 


Le point I(w’) est donc attaché à S. Il en est donc de même des points P(w‘) 
et P/(u'). Si S est réelle et si R(u') est une fonction réelle des variables 
réelles w', pour que les points P et r’ soient réels il faut et il suffit que : 


Mi?— BR? ARR, 


c’est-à-dire 
AR <1, 


AR désignant le paramètre différentiel du premier ordre classique de Beltrami, 
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On peut ainsi attacher a la surface S un certain nombre de congruences de 
figures associées à la conguence [ E(w')]. Ce sont par exemple : 


— les congruences des points I(w'), P(u'), P'(u'); 

— les congruences des plans tangents à Z£(w') en P ou en P’; 

— les congruences des droites PP’, MP, MP’ et de la conjuguée de PP’ relati- 
vement à À; 

— la congruence des cercles orthogonaux à = en P et P’ et la congruence des 
cercles orthogonaux à £ et admettant PP’ pour axe. 


L'étude de ces congruences fournit des solutions particulièrement intéres- 
santes des problèmes qui seront examinés dans les parties IT et III. 


2. CONGRUENCES DES POINTS DE CONTACT P ET P’ ET pes RAYONS MP, MP’. — Le 
point P(w‘) (ainsi que P’) jouit de la propriété d’être attaché à S et de décrire 
une surface dont le plan tangent en P(w') reste lui aussi attaché à S lorsque 
cette derniére subit une déformation arbitraire. Cette propriété des congruences 
des points de contact d’une enveloppe de sphéres admet une réciproque 
partielle. 

Considérons un point Q(u'), attaché aS, et cherchons dans quels cas la sur- 
face engendrée par Q(w') admet en ce point un plan tangent restant lui-méme 


: - : RO 
attaché à S. Il faut et il suffit pour cela qu'il existe un vecteur normal z (w‘) à la 


surface décrite par Q et qui soit lui-même attaché à S. Q(u') et ¢ (ui) sont 
définis par 


=a di La ( % Pie 
MQ : 0 12 OÙ). 
cov. R (ui) b; cov, R (ui) | 8 ( # ) 
On en déduit : 
(2.1) où ( Sip + Gij— bris, at ai 7— Pris, 
duh | byj+ mes; Out { Bij a gj. 


La propriété recherchée se traduit par 
02 > 5 
Taie 0 (== tr, 2). 
Soit | 
(Sis + Gj — bny) a! + (b;+ any) B= 0, 
après changement d’un indice muet. Cette condition est linéaire par rapport au ;;: 
(2.2) (Bai — bat) nj + (ij + a)! + bj,8 =o. 
Pour que la propriété soit conservée dans une déformation arbitraire de § il faut 


et il suffit que les coefficients du polynome du premier degré en Yai, Miss Yas 
soient identiquement nuls, ce qui conduit à 


(2.3) bu Bai— bai=—o (i=2,1n) 
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et 
9 / i 
(2.47 -+ (Gi + Ajj )ai+ bj 6 = 0. 


aa 
1° cas : b£ 0. — (2.3) conduit alors, 8 ne pouvant être nul, sinon £ le serait 


. 


aussi, à l'existence de À tel que 


etat Bb, Axo, 


Le vecteur ? a dans ce cas méme support que MQ. Les équations (2. 4)s’écrivent 
alors 
(Si + &yj) a+ b;;b — o. 
Si l’on pose 
= 
M@=R?, 


R étant le rayon de la sphère Z(w) centrée en M et passant par Q, l'équation 
devient : 
aj; — RR, ;. 


Elle montre que Q est l’un des points de contact de E(u’) avec son RUE 


2° cas : b—0. i 5 est différent de o, d’ après (2.3) ona es b=0.C’ est 


le cas banal où Q est en M. Nous supposerons donc 5 =o. Q et 7 sont tous s deux 
dans le plan tangent en M(u’), ee 4) devient : 


(2.5) (ij; + ai;)eé= 0. 


On remarque que (2.2) donne directement (2.5) lorsque 8 = b =o. Cette 
remarque équivaut au théorème de Ribaucour d’après lequel toute congruence 
de courbes situées dans les plans tangents d’une surface S et admettant des trajec- 
toires orthogonales, conserve cette propriété lorsqu'elle est entraînée dans une 
déformation arbitraire de S. Il suffit de prendre pour Q(w') Pun quelsonque des 


points de la courbe qui décrit une trajectoire orthogonale et pour 7 (ui yun 
vecteur tangent a la courbe en ce point. 

En particulier, la résolution de (2.5) fournit la congruence de borinalas la 
plus générale dont les rayons sont situés dans les plans tangents de S. Le 


> 
rayon (w‘) est la droite issue de Q parallèle au vecteur ¢ pour une solution quel- 
conque de (2.5). Cette question sera reprise dans la deuxiéme partie. 


La réciproque partielle annoncée résulte du premier cas (b 40) : 


Les seules congruences de points Q(u') attachées à une surface S, telles que le 
plan tangent en Q(u') à la surface décrite par ce point reste attaché à S dans une 
déformation arbitraire de celle-ci, sont, dans le cas où Q(u') n’est pas situé dans 
le plan tangent à S en M(u'), les congruences des points de contact avec leur enve- 
loppe des congruences de sphères admettant S pour déférente. 
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La droite MP (ainsi que MP’) jouit de la propriété d'être attachée a S et 
d’engendrer une congruence de normales. Elle fournit donc un exemple de 
congruence de normales attachée à S et conservant cette propriété dans une 
déformation arbitraire de S. Ces congruences ont été signalées pour la première 
fois par Beltrami. D’après le résultat ci-dessus et le théorème de Ribaucour : 


Les seules congruences de normales attachées à S, arbitrairement déformables, 
pour lesquelles les points décrivant les différentes trajectoires orthogonales restent 
attachés à S sont les congruences de Beltrami et les congruences de normales dont 
les rayons sont dans les plans tangents de S. 


3. CONGRUENCE DES CORDES DE CONTACT PP’. Dy(u'). — a. Notions préliminaires. 
— Étant donnés deux réseaux de courbes de S définis par leurs équations diffé- 


rentielles quadratiques : 

: ( Ai; dut du/=— 0, 
(3.1) aa. RU: 
| By; dut du/= 0, 

pour que ces deux réseaux se divisent harmoniquement il faut et il suffit, 
pourvu que l’une au moins des matrices A;; ou B;; soit symétrique, qu'on ait 


(3.2) RNA Bip 0: 


On vérifie alors sans difficulté que, si A;; et B;; sont toutes deux symétriques, le 
réseau 
(3. 3) Ci; du dui = Oo, ou a thk A Be; 


divise harmoniquement les réseaux donnés par les équations (3.1) dans le cas 
où la matrice C;; n’est pas antisymétrique. En effet, d’après (3.2) et (3.3) on 
peut écrire : 


I , , 
ti] chk A, Cr TAA TMB. FA dét (Ay)ThhemB,,z = - dét (Ai) mB. 0, 


2 
C1 
après avoir utilisé la symétrie de A;; et B;;. On montrerait de même que le 
réseau (3.3) divise harmoniquement le deuxième réseau (3.1). Lorsque C;; est 
antisymétrique (3.3) ne détermine plus un réseau. Ce cas ne se produit que 
lorsque les matrices A;; et B;; sont proportionnelles, c’est-à-dire lorsque les 
deux réseaux (3.1) sont confondus. Dans le cas où ces réseaux sont 
distincts (3.3) fournit le seul réseau les divisant harmoniquement. Il est à noter 
que la matrice C;; n’est pas symétrique en général. Cela n’a lieu que si 


ri Cy= Thécij Ay, Br = 0, 
, y » A 4 , . 
c'est-à-dire, d'après (3.2), si les réseaux (3.1) se partagent harmoniquement. 


(Cette dernière étude est valable dès que l’une des matrices A;;, B;; est 
symétrique.) 
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Enfin on peut remarquer que l'équation du réseau (3.3) peut s’écrire : 


(du?) — dui du? (du')? 
(3.4) A Ags Ass |==o0 
Bi Bis Ba» 


Examinons maintenant dans quels cas le réseau (3.3) divise harmoniquement 
les réseaux (3. 1) lorsque l’une seule des matrices A; jou B;; est symétrique, (B;; par 
exemple). 


Dans ce cas, si nous introduisons la matrice symétrique associée à Aj; : 


et la matrice antisymétrique 


Atj= = (Ay — Aj) = ey, 
le premier réseau (3.1) a pour équation 
(3-0) A, ; dui du/ = o. 
D'autre part, 
Cy A Bay A Bay + tt Bey, 
soit 
Cy TA Buy + À Bis 


1 cas. — En écrivant que le réseau (3.3) divise harmoniquement le 
réseau (3.5), les termes en A,, disparaissent en vertu de la démonstration rela- 
tive au cas où les deux matrices sont symétriques et l’on obtient la condition 
nécessaire et suffisante : 

Act A), Bix 0 
qui se décompose en 
; =O 
A;; est alors symétrique. 
Et en 
CRASD = 0, 


les deux réseaux (3.1) sont alors conjugués. 


9° cas. — En écrivant que le réseau (3.3) divise harmoniquement le deuxième 
réseau (3.1) les termes en Aj, disparaissent encore pour la même raison et l’on 
obtient la condition nécessaire et suffisante 


Ati chk Bin B jx ==105 


soit 
A(détB;;) =0. 
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Celle-ci conduit aux deux cas suivants : Aj, symétrique ou deuxième 
réseau (3.1) double. 

D'où le résultat qui sera utilisé plus loin : 

Étant donné les réseaux de courbes R, et R, dont les équations respectives sont 


R,: Aj; du! du/=o, R,: B,; du! du/=o 


et le réseau R, d’équation : 


C;; du! du/= 0, avec C;;—=7t** An: Bz;, 


la matrice B;; étant symétrique : 


1° Pour que le réseau R, divise harmoniquement le réseau R, il faut et il suffit, 
soit que là matrice À;; soit symétrique, soit que les réseaux R, et R, se divisent 
harmoniquement. 


2° Pour que le réseau R, divise harmoniquement le réseau Ry, il faut et il suffit, 
soit que la matrice A;; soit symétrique, soit que le réseau R, soit double. 


b. Etude des développables de la congruence des cordes de contact. — Nous 
désignerons par la suite la corde de contact PP’ de la sphère X(u') par la nota- 
tion Dy(u'). L’équation différentielle des développables de la congruence 
[Ds(u')], s'écrit 

(A 4h, Mo, 
or 


di n 


coy. oO Cuve | 1, 


= (817 — Py) au, a — ni; du’, > fo, 


— olkne; du’ ; cov. 


Après des modifications d’indices muets, l'équation des développables s’écrit 
(3.6) TE (Su — Pyni) Ney Au! dul = o. 


Cette équation définit en général un réseau de courbes réelles ou imaginaires 
de S. Ces courbes sont les images sur S des développables de [Dy]. Les 
tenseurs gi;— 9); et v;; étant symétriques, d’après (3.3), le réseau image des 
développables divise harmoniquement les réseaux d’équations respectives : 

ni; du' du/ = 0, 
(3.7) (gi; — Puy) du! du/= o. 


Le premier de ces réseaux est celui des asymptotiques de S. Le deuxième a 
la propriété remarquable d’étre invariant dans une déformation arbitraire de S. 
Ce réseau n’est autre que le réseau invariant associé par M. P. Vincensini a la 
congruence des points I(w'), attachés à S. C’est le réseau des courbes le long 
desquelles M(w') doit se déplacer pour que les courbes homologues décrites 
par I(u‘) leur correspondent avec orthogonalité des tangentes. En effet (3.7) 
exprime : 


> > 
aM.di=o. 
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Le réseau image des développables est conjugué au sens de Dupin et divise har- 
moniquement le réseau invariant associé par M. Vincensini à la congruence des 


points I(u'). 


On peut caractériser les congruences de cordes de contact parmi les 
congruences [D(w')] dont le rayon D(w') est perpendiculaire au plan tangent 
en M(w'), grâce aux propriétés ci-dessus. Soit une congruence dont le 
rayon D(w') est perpendiculaire au plan tangent à S en M(u') au point Q(wi) 
me | 


COY, 


POSS GG (Si; + Mj) du, 


0; cov. any; du. 


L’équation des développables de la congruence [D]: 


> ay 
or) aos 
s’ écrit 


(319) Th (Qu Anyi) ne; dui dui = o. 


Le réseau invariant associé à la congruence de points[ Q(w‘)| par M. Vincensini 
s écrit ici 
(3.10) (gi; + @;\;) dui du/= o. 


Le résultat trouvé pour les congruences de cordes de contact ne s’étend pas 
en général car ici le tenseur g;;-+ @,,; n’est pas symétrique en général. Pour que 
ce tenseur soit symétrique il faut et il suffit que a, ; le soit, or cela est la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que le vecteur a; soit un gradient, c’est-à-dire 


pour qu'il existe p(u') (défini à une constante additive près) tel que : 


D Pj is 


[D | est alors une congruence de cordes de contact relativement à la congruence 
des sphères X(u') centrées en M(w’) et dont le rayon est R(u') tel que R’= 20. 
En posant A;;= g;;+a,,;etB;;—";;, (3.9) prend la forme (3.3). 
Le tenseur r;; étant symétrique, d’après l'étude préliminaire, pour que le 
réseau image des développables de [D ] soit conjugué au sens de Dupin, c’est- 
à-dire divise harmoniquement le réseau (n;; du' du/= 0) il faut et il suffit : 


— soit que le tenseur g;;+ a, ; soit symétrique, c’est-à-dire que | D | soit une 
congruence de cordes de contact; 

— soit que le réseau (7;;du' du’—=o0) soit double, c’est-à-dire que S soit 
développable. 


Les seules congruences dont le rayon D(u') est perpendiculaire au plan tangent 
en M(ui) à S pour lesquelles le réseau image sur S des développables est conjugué, 
sont, lorsque S n’est pas développable, les congruences des cordes de contact d’en- 
veloppes de sphères admettant S pour déférente, 
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D’après la même étude préliminaire, pour que le réseau image des dévelop- 
pables de [D] divise harmoniquement le réseau invariant (3.10), il faut et il 
suffit : 

— soit que le tenseur g;;+ a,,; soit symétrique ; 

— soit que le réseau invariant (3.9) divise harmoniquement le réseau des 
asymptotiques. | 


Les seules congruences dont le rayon D(uï) est perpendiculaire en Q(u') au plan 
tangent en M(u') à S pour lesquelles le réseau image des développables sur S divise 
harmoniquement le réseau invariant associé à la congruence de points [Q(u')] sont 
les congruences de cordes de contact de congruences de sphères admettant S pour 
déférente et les congruences pour lesquelles le réseau invariant est conjugué. 


Une différence importante distingue ces deux types de congruences. Les 
congruences de cordes de contact conservent la propriété lorsqu'elles sont 
entrainées dans une déformation arbitraire de S. Il n’en est pas ainsi pour les 
congruences du second type, car il est bien connu qu'il n'existe pas de réseau 
invariant restant conjugué dans une déformation arbitraire de S. 

Examinons s’il existe des congruences | D(w')] dont le rayon est perpendicu- 
laire au plan tangent en M(w'), autres que les congruences de cordes de contact, 
pour lesquelles le réseau image des développables divise harmoniquement un 
réseau invariant lorsqu'elles sont entrainées dans une déformation arbitraire 
de S. Soit | 
(3.11) D,; dui du/ = 0, 


l'équation du réseau invariant cherché. D;; est supposé symétrique et non nul. 
Pour que les réseaux (3.9) et (3.11) se divisent harmoniquement, il faut et il 
suffit, puisque D;; est symétrique, qu'on ait d’après (3.2) : 


TD rl (277 + Qi) ;)Nmk= 0: 
Pour que cette propriété soit invariante dans une déformation arbitraire de S, 


il faut et il suffit que les coefficients de 711, 412, 22 dans le premier membre de 
l'équation ci-dessus soient nuls, c’est-à-dire que le tenseur 


Hes — clin hk ei j D, (gy ae a) ;) 


soit antisymétrique. Pour cela, il est nécessaire et suffisant que le tenseur 


Kye ($1; + &;) Din 
le soit car 


Het — lin hk Kn yy Tite H™, 


Si nous posons g;;+ a,,, = A;;, en vértu de la symétrie de Dj, : 


(3. 12) Kye Ti Dy Ay;. 


~! SUR CERTAINES PROPRIETES INVARIANTES. 317 
En écrivant que K,,—=K,,—o0, on est conduit a 
dét(Dy, Ay) =o (€=1, 2; à indice de ligne). 


De sorte que si l’on suppose que les A,; ne sont pas tous nuls ainsi que les A,,, 
ce qui est toujours réalisable pour certains paramétrages de S sauf si le 
tenseur A;; est nul, il existe À tel que : 

) 


D;,= à An. 


La condition K,,-+ K,, = o conduit alors a 


At A Asj— At Aa Aa; Sa Me 
soit 
LA, = A | dét(A;;) = 0, 


Dy= ÀA;;, 


ce qui exige que A;;= g;;-+ a, soit symétrique. Ce cas est celui des congruences 
de cordes de contact. 

dét(A;;) = dét(gij+ 4,;)=0, À et A doivent vérifier, pour que D;; soit 
symétrique : 


On constate que 
dét(D;;) = A A dét(Ai;) == Où 


Dans ce cas le réseau invariant divisé harmoniquement par le réseau image 
des développables est double. Une des familles de courbes-images des dévelop- 
pables coïncide avec ce réseau double. Une des familles de développables de la 
congruence est done persistante dans une déformation arbitraire de S. L'étude 
complète des congruences de droites attachées à $ et admettant une famille de 
développables persistantes sera faite dans la deuxième partie. Les congruences 
rencontrées ici seront alors identifiées avec une classe spéciale de congruences 
à développables persistantes déterminées par M. S. Finikoff. 


Les seules congruences dont le rayon D(u') est perpendiculaire au plan tangent 
à S en M(u') pour lesquelles le réseau-image des développables divise harmonique 
ment un réseau invariant dans une déformation arbitraire deS sont les congruences 
des cordes de contact des congruences de sphères qui admettent S pour déférente 


et les congruences de M. Finikoff. 


c. Etude des plans focaux. Congruences de normales. — Lorsque M(u’) décrit 
la courbe-image d’une développable de [Dy(w')], le plan tangent à cette déve- 


rs 
loppable le long de Dx(u‘) est déterminé par net dn ou par net di, dui étant un 
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vecteur tangent à la courbe-image. Soit cw’ le vecteur tangent à la deuxiéme 
courbe-image de développables passant par M(w). Le réseau-image étant 
conjugué au sens de Dupin et divisant harmoniquement le réseau invariant 
associé a[I(u')], du’ et oui vérifient 

ni; du/ dui= 0, 


Bij — pj) du/ dui— 0. 


Lorsque le réseau-image des développables n’est pas indéterminé, c’est-à-dire 
si le réseau invariant ne coincide pas avec le réseau des asymptotiques, l’une au 
moins des équations ci-dessus détermine parfaitement le couple cu’ (à une pro- 
portionnalité prés). Or ces équations s écrivent : 


dn.oM =o, 

di. 3M 0, 
elles montrent que le plan focal en Dy(u') associé à une développable de [Ds] 
est perpendiculaire à la tangente en M(u') à la courbe-image de la deuxième 
famille de développables. 


Pour que la congruence Dy(u') soit une congruence de normales, il est donc 
nécessaire et suffisant que le réseau-image des développables soit orthogonal 
(plans focaux perpendiculaires ). Ce réseau étant conjugué coincidera alors avec 
le réseau des lignes de courbure de S. Il bissectera le réseau invariant associé 
a I(u'). D'après (3.4) l'équation du réseau-image des développables peut 
s écrire 

(du)? —du'du?  (du')? 
(3.13) Sri Plu Sa2— Pas S22 — Pja | — 0. 


Nh Nhe Nae 


Pour que’ce réseau soit orthogonal, c’est-à-dire divise harmoniquement le 

réseau des courbes de longueur nulle, il faut et il suflit que ’équation déduite 

2\2 1 2 . 

de (3-43) 4 remplaçant (du?) > — dul du, (du*)" DAT Bas, 81s, Eos SOIL 

vérifiée. D'où la condition nécessaire et suffisante pour qu’une congruence de 
cordes de contact soit une congruence de normales : 


Su Si Sx 
(3.14) Pim Paz Pis | =O. 
Nir Nae Nee 


Le problème est ramené à la résolution de l'équation aux dérivées partielles du 
second ordre à la fraction inconnue p(w‘), (3.14). | 

On remarque que, lorsque S est une sphère, le réseau-image des dévelop- 
pables qui est conjugué est par conséquent orthogonal. La congruence[ Dy(u')] 
est, quel que soit p(w‘), une congruence de normales. 
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Examinons en particulier s’il existe des congruences [ Dy(w')] attachées a S 
qui restent des congruences de normales dans une déformation arbitraire. Pour 
cela, il faut et il suffit que les coefficients de 411, ‘us, ns dans le premier 
membre de (3.14) soient nuls c’est-à-dire qu’on ait 
(3.15) Pi ASijs 
« étant un scalaire. Pour étudier cette condition, utilisons un paramétrage par- 
ticulier de S : u'=u, u?=¢ tel que le réseau des courbes coordonnées soit 
orthogonal, la fonction ¢ restant constante le long des courbes (u = Cte). Sauf 
dans le cas où p(w‘) est constante sur S, ce réseau est parfaitement déterminé 


tout au moins localement. Nous écarterons d’ailleurs ce cas qui fournit une 
solution banale : la congruence des normales a S. 


Si pour le paramétrage particulier utilisé nous posons 
gu EF, Gees F, Dos — Cr 
l'hypothèse faite équivaut à 
F0: D— pi 1) (fonction de wu seul). 


Le calcul des dérivées secondes covariantes et I’élimination de « dans (3.15) 
conduisent aux équations : 


” 1 0E., ed, 140%, 
Eo ae oe. | 2E du! _ 2E ov’ 
(3.16) E = G aoe O 5 


: , dE , 7. 
Le cas (9 = Cte) ayant été écarté, on déduit de là 2 = o c’est-à-dire E fonction 
de u seul. 
Par un changement de variable,  — o(U) qui ne change donc pas le réseau 
des courbes coordonnées, tel que 


E(u) du? = dU?, 


on peut toujours se ramener, sans altérer les hypothèses faites précédemment, 


au cas où 
i =", 


2 


La première équation (3.16) s'écrit alors : 


| i 100 
(3.17) a 6G: du 
d’où 

G= f(v)p”. 


Par un changement de variable de la forme = 4 (V) tel que 


fv) de? = dV’, 
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on peut toujours se ramener au Cas où 


Gay: (fonction de w seul). 


La surface S doit done étre isométrique a une surface de révolution. Sa 
première forme fondamentale peut en effet s’écrire 


ds = du? + r?(u) de®. 


La condition est suffisante, la congruence des spères étant définie d’après (3. 17) 


par 
Oa af rw) du, 


a étant une constante arbitraire non nulle. 


Lorsque S est isométrique à une surface de révolution il existe des congruences 
de sphères [2] admettant S pour déférente telles que les congruences | Dy] des cordes 
de contact restent des congruences de normales dans une déformation arbitraire de 
S. Si l’on exclut les congruences de sphères de rayon constant, cette propriété est 
caractéristique des sur faces de révolution. 


Dans la deuxième partie, le problème des congruences de normales attachées 
à une surface S et arbitrairement déformables avec elle sera étudié dans toute 
sa généralité et l’on verra que, dans le cas où le rayon D(w') est perpendiculaire 
au plan tangent en M(uw') à S, sa solution en est précisément fournie par les 
congruences de cordes de contact étudiées ci-dessus. 


4. CONGRUENCE [As (w')] ENGENDRÉE PAR LA DROITE CONJUGUÉE DE LA CORDE DES CONTACTS 
Dy(u') RELATIVEMENT A LA SPHÈRE Ÿ(u'). — Dans la suite, nons l’appelerons plus 
brièvement la congruence des polaires des cordes de contact. | 


a. Étude préliminaire. — Étant donnée une congruence de droites A(wi), 
examinons s’il existe une congruence de sphères X(u') telle que A(u’) soit la 
droite conjuguée relativement à X(w') de la corde des contacts PP’ de X(u') avec 
les deux nappes de son enveloppe. Nous supposerons A(u’) définie par la donnée 
de l’un de ses points Q(u') (surface de départ) et de l’un de ses deux vecteurs 


ee AU À : 
unitaires ¢(w') (représentation sphérique). Nous appellerons M(w‘) et R(u’) le 
centre et le rayon de la sphère cherchée X(u'). 


Les points de contact de la sphère et de son enveloppe sont les intersections P 
et P’ de la sphére 


et des plans 


I i MX 
(4.1) IT; (w!): MX = — eg wea ees 
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X désignant le point courant de ces surfaces. Nous supposerons réguliére la 


— 
OM 
Ou) 
ne sont pas colinéaires. Il faut et il suffit que chacun des plans IT; ait son pôle 
relativement à & sur A. Ce pole Q, est tel, lorsqu'il est à distance finie, que 
l'équation de Il; peut s’écrire 


déférente de la congruence de sphères cherchées c’est-à-dire que les vecteurs 


a 
MO,.MX = R?. 


ee aR aa | 
Ceci a lieu lorsque R et Jui Sout différents de o. En comparant avec (4.1) on en 
déduit - 


> 
Hoe 


et en prenant Q pour origine 


Pour que les points Q; appartiennent a A, il faut et il suffit qu’on ait 


ee 
1] à rentes OM , À 
Qui PEN du’ PL 


On remarque que cette condition est encore nécessaire et suffisante lorsque 


l’une des quantités 2 est nulle, car le plan II; passe alors par M et son pôle 


sie 


Pk ated re : à: « OM , 
est le point à l'infini dans la direction 5. Par contre nous devons écarter le cas 


ou les deux quantités as sont nulles, car cela entraine, soit le parallélisme des 


> 


vecteurs as soit le fait que A(w') est rejetée à l'infini. Nous écarterons 


done les congruences de rayon constant qui ne péuvent convenir. Après 
division par R?, la condition ci-dessus peut s’écrire 


3 COIN Be Re 
Condition nécessaire. — Si [A] est la congruence des polaires des cordes de 


contact associée à la congruence de sphères [2], (4.2) est vérifiée. Si nous faisons 
intervenir la congruence de droites [A’] dont le rayon A’(u‘) est parallèle à A(u‘) 
et contient le point Q/(w') défini, O étant un point fixe, par: 


ae ae 
OQ!'— = MQ, 


=~ 
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(4.2) peut s’écrire 
o > 
1,00 a One gee 
L’équation des développables de [A] 
Fe Fak 
(dG, di, 7) =o, 
en vertu de (4.3) est équivalente a 
Ge ls <3 
(aGh at) eo 


Il en résulte que les congruences [A] et [A’], qui ont la même représentation 
sphérique, admettent les mêmes images pour leurs développables. Les plans 
focaux homologues sont parallèles. 


Les foyers F,, F, de A(u’) sont déterminés par 
TE 
a étant solution de l’équation 


> > > > 
ie a oa oi lees 


Oui Out? due” Out’ 
qui en vertu de (4.3) devient 


> = ne > 
0Q2' xz a da! BOL > Ex 
Be R Dot RU TOM RE 


ce qui montre que les foyers F,, F, de A’(w') vérifient 


—> y — ——> y — 
QE = A ek. QF = A eke. 


. 


On peut énoncer ainsi le résultat de cette étude : 
Étant donnée une congruence de sphères X(u') de rayon R(u'), l’homothétie 
. 2 i . I . « . 
variable JC(u') (ou translation) de rapport R 24? transforme M(u') en un point 


fixe O, trans forme la polaire Ay(u') de la corde de contact en une droite A! (ui) 
telle que les congruences [As] et [A’] ont méme image sphérique de leurs dévelop- 


pables, les foyers et plans focaux associés à Ay(u') et A'(u') se correspondant 
dans (ui). 


La transformée de la sphère E(u;) par 3€(u) est la sphère unitaire de centre O. 
Si l’on suppose que la représentation sphérique de la congruence [Ay] est 


= 


réguliére, on peut faire intervenir les composantes de = et se dans le repére 
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> > 
: ee Ola Or 

local de la sphère unitaire ==, =, 7: 
du du? 


. 


do CO { 
Pile fe Loue 


Les p;; (coefficients de Kummer) sont les composantes d’un tenseur. La 
condition (4.3) équivaut à 


(4.4) ON # aj 


Les coefficients de Kummer des congruences [As] et [A'| rapportées aux sur faces 
de départ Q(u') et Q'(u') sont proportionnels. 
® 


Condition suffisante. — Inversement, si les coefficients de Kummer des 
congruences [A(u')], [A’(u')] ayant même représentation sphérique, sont pro- 
portionnels pour des surfaces de départ données Q(u’) et Q'(u'), il suffit de poser 


’ 


égal à z le rapport de proportionnalité pour que (4.4) et par suite (4.3) soient 


vérifiées. O étant un point fixe quelconque, si M(w’) est défini par (4.3) la 
congruence des sphères X(w’) de rayon R(w’) centrées en M(w’) vérifie la condition 
nécessaire et suffisante (4.2), Elle admet donc [A(u')| comme congruence des 
polaires de cordes de contact. 


Étant donnée une congruence de droites [A(u')| dont la représentation sphérique 
est régulière, la recherche des congruences de sphères admettant [A] comme 
congruence des polaires des cordes de contact est équivalente à la recherche des 
congruences de droites [A'(w')] ayant même représentation sphérique que [A(u')| 
et des coefficients de Kummer proportionnels à ceux de [AÇu*)]. 


La représentation sphérique étant connue, pour que le tenseur y; fournisse 
les coefficients de Kummer d’une congruence, il faut et il suffit qu'il vérifie 
l'équation 


(4.5) Se iy Foy 0; 


les calculs étant effectués relativementa la métrique de la représention sphérique 
La congruence et sa surface de départ sont alors déterminées a une translation 
près par des quadratures. Cette équation prend la forme plus remarquable sui- 
vante si l’on introduit le tenseur symétrique M défini par 


(6) MU A (AA) ee Maly 


rii étant antisymétrique et stationnaire : 


(4.7) M'/);;+- Mi 0. 
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On vérifie aisément que M est indépendant de la surface de départ et que 
sa connaissance, lorsque (4.3) est vérifiée, entraine la connaissance de la 
congruence à une translation près. | 


Pour que u,,— a bis détermine une congruence ayant méme représentation 
sphérique que [A], il faut et il suffit qu'il vérifie l'équation analogue a (4.5). 


Pour cela, il faut et il suffit que 


e I 
M'=— oMi), avec çC— x 


vérifie l’équation analogue à (4.7). D'où une équation aux dérivées partielles 
du deuxième ordre pour o qui, en tenant compte de (4.7), s'écrit : 


(4.8) M 6,5 + 2M; T|j— 0. 
: I ss x è : 
A toute solutions = ;; de (4.8), correspond une surface de départ Q' (u') définie 

à une translation près lorsque [A(u')] est définie par sa représentation sphérique 
et une surface de départ Q(u'). La sphère X(u') cherchée a pour rayon Ru) et 
pour centre M(u') tel que 

—— > ET 

QM—=—ROQ, 


O étant un point fixe quelconque. 


En permutant les rôles de A et A’ on voit que la congruence des sphéres[ 2’ (u')] 
ae Le EU 
de rayon ñ et de centre M’ défini par Q’ M’ = — i OQ, admet[A’] pour congruence 


des polaires des cordes de contact. 


b. Etude des développables de la congruence [As]. — Soit une congruence de 
sphères X(u’) admettant S pour déférente, de rayon R(u'). D'après l’étude pré- 


liminaire, O étant un point fixe, l’homothétie variable de rapport ‘i qui trans- 


forme le point courant M(u') de la surface en le point O transforme Ay(u‘) en 
une droite A’(u'), les congruences [Ay] et [A’] ayant même représentation sphé- 
rique pour leurs développables. Cette même homothétie transforme Z(w) en la 
sphère fixe £’ de rayon unité, centrée en O, Dy(w') en une droite D'(w') et le 
point I en I’ avec les notations du paragraphe 3. 

A’(u‘) et D’(u‘) sont homologues dans la transformation par polaires réci- 
proques relativement à la sphère directrice ©’ puisque Ay(u') et Dy(u') sont 
conjuguées relativement à Eu’). Il en résulte que leurs développables se corres- 
pondent. Les congruences [Ay], [A’] et [D'] ont done même réseau-image de 
leurs développables sur S. Nous le déterminerons à l’aide de la congruence D’, 
qui a même représentation sphérique que S, en utilisant la surface de départ 
décrite par I’(w') Il est donné par l'équation | 


(al geht) ce bi 
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Or en vertu de l’homothétie : 
ie > 
Olson ae d'où dl! 


VE Ry iy 
Coy. R (ui) ( 0; cov. R (ui) 


— R, ij du, 
— Ri xy; du’. 


(A partir de ce paragraphe, les calculs tensoriels sont de nouveau effectués relati- 
vement a la métrique de S). 


D'où l’équation des développables de [Ay] en utilisant les composantes de dn 
rencontrées au paragraphe 3. 


(4.9) TER Nk; du du/= 0. 


D'après (3.3), le réseau-image sur S des développables de la congruence [As] 
divise harmoniquement les réseaux 


i; dui du/= 0, 


(4.10) R;; dui du/ = 0. 


Le premier de ces réseaux est le réseau des asymptotiques de S. Le deuxième 
est un réseau invariant dans une déformation arbitraire de S. On retrouve ainsi 
le résultat suivant: 


Le réseau-image des développables de [As] est conjugué au sens de Dupin et 
divise harmoniquement un réseau invariant dans une déformation arbitraire de S. 


La première de ces propriétés caractérise, parmi les congruences dont le 
rayon A(u') est dans le plan tangent en M(w‘) à S, les congruences des polaires 
des cordes de contact d’après un résultat dû à Ribaucour. La deuxième de ces 
propriétés, signalée par J. Drach, n’est possédée d’aprés une étude de M. Vin- 
censini (en se limitant toujours aux congruences dont les rayons sont dans les 
plans tangents), que par deux sortes de congruences : les congruences du type 
précédent de Ribaucour, et une famille de congruences pour lesquelles le 
réseau invariant est double et caractérisées par la persistance, dans une défor- 
mation arbitraire de S, de l’une des deux familles de développables. 

Ces résultats présentent donc une similitude remarquable avec ceux qui ont 
été déduits de l’étude des congruences dont les rayons sont perpendiculaires, 
aux plans tangents de S en ce qui concerne l’existence d’un réseau invariant 
divisé harmoniquement par le réseau-image des développables. Dans les 
deux cas, la propriété a lieu soit pour les congruences associées à une congruence 
de sphéres (cordes des contacts ou polaires des cordes de contact), soit pour les 
congruences qui possédent une famille de développables persistantes. 


Le réseau invariant est double lorsque le déterminant de R,,; est nul, c’est- 
à-dire, en introduisant le paramètre différentiel du second ordre de Beltrami, si 


(4.11) APR 0: 
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Dans ce cas, l’une des familles de développables a ses courbes images confon- 
dues avec les courbes du réseau double. Ces développables sont donc persistantes 
dans une déformation arbitraire de S. 


c. Études des plans focaux. Congruences de normales. — D'après l'étude préli- 
minaire, les plans focaux de [As] associés à Ay(w') sont respectivement paral- 
lèles aux plans focaux de [A’] associés au rayon A’(w'). Ces derniers, d’après les 
propriétés de la transformation par polaires réciproques, sont les plans polaires 
relativement à ©’ des foyers de [D’] portés par D'(w'). Les normales aux plans 
focaux du rayon As(ui) sont donc respectivement parallèles aux droites joignant 
le point fixe O aux foyers correspondants du rayon D'(w'). 

Le même raisonnement montre que les droites joignant M(u') aux foyers portés 
par As(w') sont respectivement perpendiculaires aux plans focaux correspondants 
associés au rayon D’(w). 

En particulier, pour que [Ay] soit une congruence de normales, il faut et il 
suffit que le segment joignant les foyers ®,, ®, de D’(u‘) soit vu de O sous un 
angle droit; c’est-à-dire que 
(4.12) I, .6,=— Ol". 


Or l'équation qui détermine l’abscisse des foyers sur D/(u‘) à partir de l'ori- 


. Ay . . . <a ae 2» 
gine I’ à l’aide du vecteur unitaire 7 s’écrit 


va SIN 2 ce 
pu On dl on 4 =O. 


+ 42555 4+ 255 
du! du! du? Que) 


Soit, en vertu des composantes de dI’ dans R données plus haut: 
dét(R,;; + ENS) us Os 


Il en résulte que le produit des racines est égal a: 


nl TE dét(R ij) ASR 
UO) De EI 0, 
: . dét(n:;) K 


dans le cas où S n’est pas développable, K désignant la courbure totale de S 
en M(u'). Comme d’autre part, 


OI? = AR, 


on voit que la condition nécessaire et suffisante pour que la congruence des polaires 
7 id x . 

des cordes de contact d'une congruence de sphères [X] soit une congruence de 

normales est que le rayon R (u') de la sphère X(u’) soit solution de l'équation 


(4.13) A..R+KAR=o. 


Ce résultat est encore valable lorsque S est développable. Dans ce cas, l’un des 
foyers est rejeté à l'infini. Pour que O®, et O®, soient orthogonales, il faut et 
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il suffit que l’autre foyer soit en I’, c’est-à-dire que l'équation en +, linéaire dans 
ce Cas, admette la racine O. D'où la condition A,,R =o identique à (4.13), 
puisque K = o dans ce cas. 

L'équation (4.13), ainsi d’ailleurs que l'équation (4.11), sont des équations 
aux dérivées partielles du second ordre du type de Monge-Ampère. 

Nous verrons dans la partie II que les congruences de normales ainsi obtenues 
ne sont pas les seules congruences de normales dont le rayon A(u’) est situé 
dans le plan tangent en M(u') à S, et qu’en outre, parmi ces dernières, elles 
peuvent être caractérisées par la propriété suivante (à rapprocher d’un théorème 
de Darboux sur les systèmes cycliques dont il sera question plus loin): ce sont 
les seules congruences de normales dont les rayons sont dans les plans tangents 
à S, qui, attachées à S admettent une déformée dont les rayons sont dans un méme 
plan isotrope. 


9. CONGRUENCE DES CERCLES ORTHOGONAUX A & EN P er P’, —Cy(u'). — La 
congruence. des cercles Cy(w') orthogonaux en P et P’ à la sphère X(u') est 
attachée à S dès que [ZX] l’est. Les cercles Ce(w') admettent deux trajectoires 
orthogonales qui sont les deux nappes de l’enveloppe des sphères Z(u'). Cette 
propriété de la congruence [Cy] est invariante dans une déformation arbitraire 
de S, les points P et P’ décrivant ces trajectoires orthogonales étant eux-mêmes 
attachés aS. 

On sait que dès que les cercles d’une congruence admettent plus de deux sur- 
faces trajectoires orthogonales, ils en admettent une infinité. La congruence est 
alors appelée un système cyclique. La correspondance établie par chaque cercle 
sur les différentes trajectoires orthogonales fait se correspondre les lignes de 
courbure, celles-ci correspondant d’ailleurs aux développables de la congruence 
des axes des cercles. Réciproquement, si les cercles d’une congruence admet- 
tent deux trajectoires orthogonales avec correspondance sur celles-ci des lignes 
de courbure, la congruence est un système cyclique. 

Pour que la congruence des cercles Cy(wv') soit un système cyclique, il faut et 
il suffit que la congruence des sphères £(u') établisse entre P et P’ une corres- 
pondance qui, aux lignes de courbure de l'une des nappes de l’enveloppe, associe 
les lignes de courbure de l’autre. Ces congruences sont appelées des congruences 
de sphères de Ribaucour. Elles sont données par l'équation 


&u— RR, 822 — Ry, Rye 822— RR 
(5.1) Ryu Rye Ryo» FH 4 
LIFE N12 Yoo 


Pour que la congruence [Cy], attachée à S, reste un système cyclique dans 
une déformation arbitraire de S, il faut et il suffit que [2] soit une congruence 
de Ribaucour arbitrairement déformable. Il existe de telles congruences à condi- 
tion que S soit isométrique à une surface de révolution. Leur étude a été faite 
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par L. Bianchi. Le premier membre de (5.1) étant linéaire en Hui, Yas ral 
faut et il suffit, pour que la propriété soit invariante dans une déformation arbi- 
traire de S, que les coefficients des polynomes du premier degré en 411, Miss Neo 
soient nuls, c’est-à-dire ici qu’il existe une fonction À(w') telle que 


(5.2) Ry j= À (gi; — Ru). 


L'étude de Bianchi conduit à la solution suivante: le ds? de S doit pouvoir se 
mettre sous la forme 
(5.3) ds? = du? + r*(u) dv’, 


u, ¢ désignant les paramètres relatifs au paramétrage particulier de S. Le rayon R 
de Z est fonction de w seul. Il est donné par 


(5.4) R= af == (a, constante arbitraire). 
VI pe fie 

La congruence des axes des cercles Cy(u') est la congruence [Ay(u‘)]. L’équa- 
tion (4.9) des développables de [Ay] est aussi l'équation des lignes de courbure des 
deux nappes de l’enveloppe de & et plus généralement de toutes les trajectoires 
orthogonales de [Cy(w')] lorsque cette congruence est un système cyclique. Dans 
le cas où le système cyclique est arbitrairement déformable, les lignes de cour- 
bure des trajectoires orthogonales ne sont pas persistantes car leur réseau-image 
sur S, défini par (4.9), étant conjugué, ne peut pas étre invariant dans une 
déformation arbitraire de S. 

Lorsque la surface est réelle et rapportée à un paramétrage réel, Cy(u‘) n’est 
réel que lorsque | 

S&B zen. 


Lorsque cette condition n’est pas remplie, Dy(u') ne coupe pas X(u‘). Il existe 
alors un cercle p(w‘) admettant Dy(u') pour axe et orthogonal à X(u'). La 
congruence [Ty] est, elle aussi, attachée à S dès que [=] l’est. 


6. CONGRUENCE DES CERCLES T'y(w') orraoGonaux a E(u') ev apmerrant Dy(ui) 
pour AXE. — Le cercle P'y(w') est situé dans le plan tangent en M(u) à S. Son 
centre est I(w'). Recherchons dans quels cas la congruence [+] est un système 
cyclique. Cette congruence étant attachée à S, d’après le théorème de Ribaucour 
cité au paragraphe 2, fournira un système cyclique arbitrairement déformable. 

D'après un résultat connu sur les systèmes cycliques, pour que [I'y] en soit 
un, il faut et il suffit que les sphères contenant l'y(w) et centrées aux foyers F,, 
F, de l'axe Dy(w') se coupent orthogonalement et admettent Fy(w') comme cercle 
caractéristique lorsque leur centre décrit l’arête de rebroussement de l’une 
quelconque des développables de la congruence desaxes Dy(w'). Ces deux sphères 


peuvent se définir comme étant les sphères centrées en F, et F, et orthogonales 
à la sphère ZE(ui). : | 
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a. Etude préliminaire. — Soit M'(ui) un point quelconque de la droite des 
contacts Dy(u'), sous réserve seulement ‘des conditions de continuité et dériva- 


bilité de la fonction vectorielle M'(ui). On a 


> 
Sy MR (4S 1,2) 
Cette relation peut s’écrire 
OM'—>  OMM — OR 
Ou! rioies dt APTE Ras 


De telle sorte que si l’on considère la sphère Y(w') centrée en M'(w), et ortho- 
gonale à X(w'), dont le rayon R’ par conséquent vérifie 


—> 
R°+ R?= MM?, 
la relation ci-dessus s écrit 


> 
O Miner se , OR’ 
pe MM=—=—R Out’ 
ce qui montre que la droite joignant les points de contact de la sphère X’(w) 


avec les deux nappes de l’enveloppe de [’] passe par le point M. 


Étant données deux congruences de sphères [E(u')] et [X!(u')] telles que pour 
tous (u'), X(u') et &'(u') sovent orthogonales, le fait pour la sphère X'(u') d'être 
centrée sur la corde des contacts associée à X(u') entraine que X(u') est centrée sur 
la corde des contacts associée à X'(u'). | 


b. Application à la recherche des systèmes cycliques [Ts]. — Désignons par &; (4° 
et Z}(u') les sphères centrées respectivement en F, et F, et contenant I'y(u’); 
elles sont orthogonales aX. D’après le résultat précédent, leurs cordes de contact 
respectives passent par M et sont perpendiculaires aux plans tangents aux 
surfaces respectives décrites par les foyers F,, F, (surfaces focales de [Dy]). 
Les cordes de contact associées aux sphères X\(u') et E,(u') sont donc les perpen- 
diculaires aux plans focaux du rayon Dy(u') issues de M. 


D'après l'étude des plans focaux faite aux paragraphe 3 : 

La corde des contacts associée à X' (ui) | respectivement E,(u') | est la tangente 
en M(u') à la courbe image de la développable de Dy(u') dont l'arête de rebrous- 
sement eontient F,(u') [respectivement F,(u')]. 

Ainsi apparaît une réciprocité entre les congruences [X(u')] et [E;(u')]: 
chacune d’elles admet pour déférente une des nappes de la surface focale de la 
congruence des cordes de contact de l’autre avec correspondance, sur ces défé- 

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 4, 4a 
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rentes, des arétes de rebroussement des développables des congruences des 
cordes de contact. Il en est de même pour [E(w)] et [£,(w')]. | 

Lorsque F, décrit l’arrête de rebroussement de l’une des développables de[Ds], 
le plan du cercle caractéristique de 2; (u') est perpendiculaire à Ds(w;). D'autre 
part, ce plan passe par la corde des contacts associée à £,(w). D'après l'étude 
précédente, ce plan est donc le plan tangent en M(w') aS. Le cercle caractéristique 
de £;(u') dans ces conditions est donc 'y(w'). 

De même, le cercle I’y (wi) est le cercle caractéristique de 3; (u') quand F, décrit 
l’arête de rebroussement d’une développable de [Dy]. Par conséquent, pour que 
la congruence des cercles 'y(w') soit un système cyclique il faut et il suffit que 
les sphères Z!(u') et 2, (u') se coupent orthogonalement le long de T'y(u‘). D'où 
la condition nécessaire et suffisante : 


(6.1) [F,. IF, = — 2'/3(w')= ME + R?. 


Or l'équation qui détermine l’abscisse des foyers sur Dy(u') à partir de l'ori- 
1 VE ee ee - 
gine I, à l’aide du vecteur unitaire », s écrit 
OL na Ot Eure | Le 
== CSS Menu OY toes 0. 
du! du” Ou? ou ” : 
= À 
OÙ on 


C'est-à-dire en utilisant les composantes covariantes dans R(u') de —— et — : 
du! du 


(6.2) dét (21; — Oi; — Vij) = 0. 
D'où, si S n’est pas développable, 


dét (n:;) 
d’autre part 
MI? = Ao 
(6.1) s'écrit alors à l’aide de p = : ie 
dét(gi; — pi) ; 
— __"* — — K (Ao — 20). 
dat ai) (Ap — 2p) 


Le développement du dénominateur du premier membre conduit al’équation 


(6.3) Asp — Asp +1+ K(Ap — 29) =o. 


A chaque solution de cette équation du type de Monge-Ampère, il correspond 
une congruence de sphères X(u') telle que la congruence des cercles T3(u') soit un 


système cyclique. Ce système cyclique est attaché à S et arbitrairement dé formable 
avec S. 


c. Recherche de tous les systèmes cycliques dont les cercles sont dans les plans 
tangents dS. — L'équation (6.3) connue sous le nom de « deuxième équation 
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de l’applicabilité » traduit le fait que la courbure de Demoulin de la congruence 
[zu] est égale à +1 ou, ce qui est équivalent, qu'il existe une déformée de 
[=(u‘)], supposée attachée à S, pour laquelle toutes les sphères passent par un 
point fixe (1). 

Soit un système cyclique [I'(u’)] tel que le cercle [(u’) soit situé dans le plan 
tangent en M(w') aS. D’après le théorème de Darboux, auquel il a déjà été fait 
allusion et sur lequel nous reviendrons dans la partie IL, il existe un déformé de 
[P(u')], supposé attaché à 8, pour lequel tous les cercles sont situés sur une méme 
sphère de rayon nul. Soit A le centre de cette sphère. Si l’on associe à L'(') la 
congruence des sphères X(w') orthogonales à l'(u') et centrées en M(u'), cette 
congruence est elle-même attachée à S et sa déformée dans la déformation précé- 
dente sera telle que toutes les sphères seront orthogonales à la sphère-point A, 
c’est-à-dire passeront par A, La déformée de la congruence des cordes de contact 
Dy(u‘) aura tous ses rayons passant par A. Ces rayons seront donc les axes des 
cercles correspondants de la déformée de [I (u')]. En revenant à la surface initiale, 
il en résulte que Ds(w‘) est l’axe de ['(w'). Ce cercle coincide donc avec l's(&i), 
[X(u')] étant une congruence de sphères qui possède une déformée dont toutes 
les sphères passent par un point fixe, c’est-à-dire une congruence de sphères 
qui vérifie (6.3). Il résulte de cette étude que : 


Le système cyclique le plus général dont les cercles sont situés dans les plans 
tangents à une surface S est fourni par la congruence [Ty] associée à la congruence 
_ de sphères [£] la plus générale vérifiant (6.3), donc ayant une courbure de Demou- 
lin égale à +1. 


La considération des congruences de sphères admettant S pour déférente 
fournit deux exemples importants de systèmes cycliques arbitrairement défor- 
mables avec S. L'étude générale des systèmes cycliques arbitrairement défor- 
mables sera effectuée complètement dans la partie III. Elle montrera que les 
systèmes cycliques ainsi associés aux congruences de sphères sont les seuls pour 
lesquels plusieurs trajectoires orthogonales des cercles sont engendrées par des 
points attachés à S lorsque S n’est pas développable. D'après l'étude du para- 
graphe 2, ces points sont nécessairement des points du cercle en lesquels la 
tangente est contenue dans le plan tangent 4S en M(u’) ou en lesquels la tan- 
gente passe par M(u’). 

D eee ee A ee 


(*) La courbure de Demoulin d’une congruence de sphères Z(ui), de rayon R(u‘), admettant la 
surface S pour déférente est la courbure de la forme quadratique différentielle 


ds? — dR? P 


do? = Fe 


M. Vincensini a montré que cette courbure 2 admet l'expression suivante, où ne figurent que des 
invariants, 


HC et = (Ar2e — Asp +1+ K(Ap — 2p)]. 


4p? 
(2p — Ap) 
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D'après le théorème de Ribaucour, toutes les trajectotres orthogonales des SYS- 
tèmes cycliques du type [Ty] sont engendrées par des points attachés a8. 

Deux seulement des trajectoires orthogonales des systèmes cycliques arbitraire- 
ment déformables du type [Cy] sont engendrées par des points attachés à S. Ce sont 
les deux nappes de l'enveloppe de la congruence de sphères [=]. 


II. — DEFORMATION DES CONGRUENCES DE DROITES. 


A. — CONGRUENCES DE DROITES ATTACHEES A UNE SURFACE | 
ET ADMETTANT UNE FAMILLE DE DEVELOPPABLES PERSISTANTES. 


1. CoNsIDÉRATIONS GÉNÉRALES. — a. Étant donnée une congruence de 
droites D(u') attachée à la surface S, nous étudions dans cette partie la 
possibilité pour cette congruence de posséder une famille de développables 
donnée par une équation en (u’) invariante dans une déformation arbitraire 
de S. Une telle famille de développables sera dite persistante. Il est équivalent 
de dire que l’une des deux familles de courbes du réseau-image sur S des 
développables de D est invariante. 

Ce probléme, dont la Partie I fournit des solutions particuliéres, a été partiel- 
lement étudié par MM. Finikoff et Vincensini. M. Finikoff a déterminé toutes 
les congruences admettant une famille de développables persistantes dont le 
rayon D(w') est perpendiculaire au plan tangent à S en M(w'). M. Vincensini a 
déterminé toutes celles dont le rayon D(w’) est situé dans le plan tangent a S 
en M(w'). Ila montré qu’elles sont aussi caractérisées par le fait d'admettre sur 
chaque rayon un foyer attaché a S. 

Dans ce qui va suivre, le probléme des congruences de droites attachées a S, 
arbitrairement déformables avec une famille de développables persistantes, va 
être complètement résolu. Il ne comporte pas de solutions autres que celles qui 
ont été signalées ci-dessus. Mais le procédé de résolution utilisé permet 
d'obtenir des propriétés remarquables de ces congruences et de les rattacher 
étroitement les unes aux autres par des considérations cinématiques. 


db. Mise en évidence des différents types de solutions. — Dans le repère 
local R(u') le rayon D(u') est défini par la donnée de l’un de ses points Q(w), 
qui pourra être particularisé par la suite, et par la donnée de l’un de ses deux 


wah à mor 
vecteurs unitaires £(u'). 


cov. R (ui) ; cov. R (ui) 


ae Ay FT 
Clot) Mi ÿ (ui) ms avec œai+ fr. 
’ 4 
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Il en résulte ; 


ee 2 vi Ps AA. : x : 
(1.2) dQ ) oe! eae cre Bru) du’, 
cov. R (ui) | (bi; + a Nkj) du; cov. R (ui) (Be ce ann) du. 


L’équation des développables 
> à > 
(yd) ob) 
s écrit alors 


: | Bij + Ajj; — Oni @je— Br di ; 
| duldu=0, 


à fe 
b\;+ de; Ph at ane | A 


où? — 1, 2 est l'indice des deux premières lignes du déterminant, j et / étant 
des indices de sommation. Le développement de ce déterminant suivant les 
éléments de la deuxième colonne donne après division par //g la forme suivante 
à l'équation des développables : 


(1.3) Aj, dui du! = 0, 
avec 
(1.4) A BtP9 (Sp + Api j;— Op) (agit — Brg) --- 


Sip + Mj j— bu ar Pa 


ris, F : ‘ 
bjt an; = Bir + oar} 


Rapportons S à un système de coordonnées curvilignes tel que la famille de 
développables persistantes ait pour équation du? = o. Il existe de tels systèmes, 
invariants dans une déformation arbitraire, puisque l’équation des dévelop- 
pables persistantes est invariante. Il suffit avec un tel système d’exprimer 
que du?=o est l'équation d’une famille de développables, d’où la condition 
nécessaire et suffisante d’après (1.3) 


(1.4) ; A —0. 


Cette condition doit être vérifiée pour toutes les déformées de la congruence D. 
Or A,, est un polynome du second degré en 11, Ni», 92°. Il est donc nécessaire 
et suffisant que les coefficients de ce polynome soient proportionnels à ceux du 
polynome du premier membre de l'équation de Gauss : 


N11 Nee — (M12)? — Ke = 0. 


A,, ne contient pas de monome de la forme a%,,%,:, par conséquent tous ses 
coefficients doivent être nuls. 


Étudions tout d’abord les termes du second degré de A,,. — Ils s’écrivent 


B'orinnnn + Tas (bah — Bal) num. 
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Le premier terme est identiquement nul. Les coefficients du deuxiéme sont 
nuls si : 


Terme en (711)? : a(ba'— Bal) =0, 
Terme en (1)? : a(ba*— Ba?) =0, 
Terme en nas : %(ba2?— Ba?) — a,(ba!— Bat) =o. 
D'où les cas suivants : 
AO 2) 
D(u') est perpendiculaire au plan tangent aS en M(u’). 
DUT 0. 
Dans ce cas il faut et il suffit qu’on ait 
(591 Ga°' == Bal © (Tea 
Deux possibilités se présentent alors : 
11620. 


Dans ce cas D(u') coupe le plan tangent à S en M(w') et l’on peut prendre Q 
dans ce plan, d’où, d’après (1.5): 


r= =6 (rs Ta): 

D(u') passe par M(u‘); 

SUD = 0. 

Les a’ ne peuvent être nuls tous deux et (1.5) entraîne 

b=0; 

D(u') est dans le plan tangent à S en M(w'). 

2. Erupe pu cas ou D(u') passe par M(u'). CONGRUENCES DE type I. — Q étant 
pris en M, (b—a'— 0), A,, s’écrit 

Au = BrPT gy: (7 j1— Brg) — Taso (Gj: + a n,:), 
soit, après changement d’indices muets, 
Ais == — (BTP Bp + Tao Sp) Nga + TPT Gy (Bay 1 — og By1). 


Pour que les coeflicients des y,, soient nuls, il faut et il suffit, après des 
élévations et des abaissements d’indices, qu’on ait 


B® tg + Tisas ay = 0 (at, 2}, 
d’où les équations 
(x) da a= 0 
et 


(2.2) B?+ a —1— ma —0. 
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D'après (2.2) a, ne peut être nul, d’où, d’après (2.1), puis (2.2) : 
(2.3) CR eh) 


On constate que (2.3) entraine que A,, est identiquement nul. 

Ce cas est celui, évident a priori, où D(u') est tangente en MQu') à la 
courbe u? = Cte. C’est le cas des congruences admettant S pour nappe focale. Le 
réseau-image des développables est alors conjugué au sens de Dupin, il ne peut 
donc pas être invariant dans une déformation arbitraire de telle sorte que ces 
congruences de type I admettent une famille de développables persistantes et 
une seulement. 


3. ETUDE DU CAS ou D(u') EST PERPENDICULAIRE AU PLAN TANGENT EN M(u') a S. 
ConcruEnces pe tyre II, — a. Si l’on prend Q confondu avec l'intersection I 
de D(u') avec le plan tangent en M(u') ona 


0 (T1 2) donc aœ—0o et CT vase, 
d’où 
As: = — TF (Lp: ale Ap | J ) Tige 
Pour que les coefficients des n,, soient nuls, il faut et il suffit que 


(3.1) Sut aj, 0 (= ar): 


Lorsque S est connue, (3.1) est un système de deux équations aux dérivées 
partielles aux fonctions inconnues a; dont la résolution se ramène à celle d’un 
‘système de deux équations différentielles linéaires du premier ordre, puisque 
seules interviennent les dérivées partielles par rapport à wu’. 


On peut se donner arbitrairement S et la famille des images sur S des dévelop- 
pables persistantes. Les solutions dépendent de deux fonctions arbitraires de u’, 
par exemple : a,(u,, u?) et a,(u,, u?). 


b. Propriétés géométriques et interprétation cinématique de ces congruences. 
huit: | at enn 

— (3.1) exprime que le vecteur =; est perpendiculaire au plan tangent à S 

en M. Lorsque M décrit une courbe y,.(u*= Cte), D engendre une dévelop- 

pable et I décrit l’arête de rebroussement de cette développable. Le point I(u‘) 

est donc l’un des foyers de D(u‘). D’autre part, le plan focal associé au foyer I 


a 


est déterminé par n et a sa trace dans le plan tangent est paralléle au vecteur 


dont les coordonnées covariantes sont gi: + 4,9. 


Ces congruences, signalées par M. Finikoff, ont donc la propriété de posséder 


une famille de développables persistantes et, relativement à chaque rayon, un 
foyer et le plan focal correspondant attachés à S dans une déformation arbi- 


traire de S. 


336 \ F. BOREL. 


ae 


> 
a étant perpendiculaire a fe les courbes y,, font partie du réseau invariant 
[74 


associé par M. Vincensini à la congruence des points [I(u‘)]. Compte tenu 
de (3.1) et de (1.3.10), ce réseau admet l'équation : 


(Lis + G2) dui du? —'0. 


Il est double si g,,+ @,,, est nul, c’est-à-dire d’après (3.1), si la matrice @,,; est 
symétrique. | 

Les congruences du type I qui sont des congruences de cordes de contact d'une 
enveloppe de sphères admettant S pour déférente sont caractérisées par un réseau 
invariant associé de Vincensini double. 


Etudions l’ensemble des congruences de type II correspondant à une surface 
donnée S et à une famille donnée de courbes y... Lorsque M décrit une 
courbe y, les points I correspondant aux différentes congruences décrivent 
des trajectoires orthogonales au plan tangent à S le long de y... Ces points I 
restent donc invariablement liés entre eux et donnent au plan tangent à S une 
structure de plan matériel roulant sans glisser sur S le long de y, D'où une 
génération cinématique simple des congruences de type II, la réciproque étant 
évidente. 


La congruence de type I la plus générale est engendrée par une normale tnva- 
riablement liée à un plan matériel qui roule sans glisser sur S le long des différentes 
courbes Y,,, à partir d'une position initiale arbitrairement choisie pour chacune 
des courbes Y,.. 


Le choix de la position initiale sur chaque y, équivaut à la donnée des 
fonctions a,(u,, u?) et a,(u), u?) par exemple. Ces données sont arbitraires 
sous réserve des conditions de continuité et de dérivabilité exigées par la 
résolution de (3.1). 

_ En particulier, la connaissance de deux congruences de type II corres- 
pondant à la même famille de courbes y,. entraîne sans quadrature la connais- 
sance de toutes les congruences de ce type associées à la même famille de 
courbes y,;. En effet les plans matériels qui roulent sans glisser le long des y,, 


sont parfaitement déterminés par la connaissance de deux de leurs points 
matériels. 


c. Equation des congruences de type I en paramétrage général. — Les 
congruences étudiées vérifiant (3.1) vérifient par conséquent l'équation 


(3.3) dét(g1;+ &;) = 0 
qui a une signification intrinsèque, car son premier membre est le produit 


d'un scalaire par g= dét(g:;). Elle est donc vérifiée par les congruences de 
type II quel que soit le paramétrage choisi sur S. 
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Inversement, soit une congruence dont les rayons sont perpendiculaires aux 
plans tangents de S vérifiant (3.3); il existe une famille de courbes de § le long 
desquelles ona 


= 
dl //R, 


car (3.3) exprime que les deux équations suivantes, qui traduisent la relation 
ci-dessus, sont compatibles : 


(3.4) (Li; + 7715) dui = o (FE 2): 


Cette congruence est une congruence de type II. La famille de courbes solution 
de (3.4) est la famille des courbes images des développables persistantes. On 
peut done dire que : 


Léquation générale des congruences de type West l'équation (3.3). 
L’équation (3.3) traduit aussi la compatibilité des équations (1.2.5). 
(3.5) (gij + a;) = 0 (mo) 


dont dépend la recherche des points Q situés dans les plans tangents de S qui, 
attachés à S, décrivent des surfaces dont les plans tangents sont eux-mêmes 
attachés à S. Ces congruences de points ne sont autres que les congruences des 
points I(w') correspondant aux différentes congruences de type II. Or la réso- 
lution de (3.5) fournit la congruence de normales la plus générale dont les 
rayons sont dans les plans tangents de S. (3.3) en donne les trajectoires ortho- 
gonales qui sont les surfaces focales des congruences de type II décrites par les 
points I(uï). 

La recherche des congruences de normales dont les rayons sont situés dans les 
plans tangents de S peut se ramener à la recherche des congruences de type I 
assoctées à S. À chaque congruence de type Il correspond une congruence de 
normales dont le rayon (u') est perpendiculaire en \(u') au plan focal en ce point. 


Inversement, à chaque congruence de normales dont les rayons sont dans les 
plans tangents de S, il correspond une infinité de congruences de type II. 
Chacune d’elles est déterminée par les points I(u') qui décrivent l’une des 
trajectoires orthogonales de la congruence de normales. En particulier, la 
connaissance d’une congruence de type II entraine la connaissance, sans 
quadrature, d’une infinité d’autres de ces congruences par l'intermédiaire de 
la congruence de normales associée. Leurs premières nappes focales (celles 
décrites par 1) sont parallèles entre elles. | 


A. Érune pu cas ov Du) EST SITUÉE DANS LE PLAN TANGENT A S EN Mu‘). 
ConGRUENCES DE TYPE III. 


a. Dans ce cas, b= 0, 8 =0, d’où 


‘Ay=— tas [( gi + di] 1) oh — a), a" Nha» + 


Ann, Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 4. 
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Pour que les coefficients des yn soient nuls, il faut et il suffit qu'on ait 
(4.1) [ris es ( Bin + Qij1)] eo = [tH aa), ]a*= 0 ead BE 8 


(4.1) est un systéme linéaire homogéne par rapport aux quantités entre 
crochets. D'où deux cas. 

1 @— ha. On retrouve le cas où D(w') passe par M(w') traité au para- 
graphe 2. 

2° Les deux quantités entre crochets dans (4.1 ) sont nulles. 


(4.2) t8a.( Li + dis) = 0, 


(4.3) ta,%1;4— 0. 
D'autre part, de la relation «'a;—=1, on déduit par dérivation : 
(4.4) a Og 2107 


(4.3) et (4.4) constituent un système linéaire homogène en «,,, dont le déter- 
minant à un facteur non nul près est égal à 


tyTsadi==a; air; 
il en résulte 
(4.5) dj == 0 (reat k 


Le problème se ramène à la résolution du système d'équations aux dérivées 
partielles (4.5) qui se ramènent à des équations différentielles, linéaires, du 
premier ordre avec la variable u'. Pour chaque solution non nulle «;, il suffit 
ensuite de résoudre (4.2) qui se ramène à une équation différentielle linéaire du 
premier ordre aux fonctions inconnues a;. 


Les solutions de (4.5) dépendent de deux fonctions arbitraires de la 
variable u?, par exemple «,(u,, u*) et «,(u,, u?). En vertu de (4. 4) il suffit que 
ces fonctions soient telles qu'on ait æ'a;=1 pour u'—u, pour que cette 
condition soit vérifiée pour tous (w°). Mais pour la résolution de (4.2), il n’est 
pas nécessaire d'imposer cette condition, puisque les « y interviennent de 
façon homogène. Dans cette équation, l’une des fonctions a; peut être choisie 
arbitrairement. Cela provient du fait qu'une infinité de points Q peuvent être 
choisis sur D(uï). 


b. Étude géométrique. Relations avec les congruences de type Il. — (4.5) traduit 
iS 


précisément le fait que le vecteur ee est perpendiculaire au plan tangent à S 


en M(u'), c'est-à-dire que le vecteur équipollent à i(u') issu de M(u') subit 
un déplacement paralléle de Levi-Civita lorsque M décrit une des courbes- 
images y,; des développables persistantes. La développable engendrée dans ces 
conditions par D(w) admet donc, le long de D(w') un plan tangent perpen- 
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diculaire au a tangent en M à S. L’équation (4.2) traduit précisément 
= 
0Q 
que Jui 8° trouve dans ce plan. 


On peut profiter de l’indétermination de Q sur D(u’) pour particulariser son 
choix en lui imposant par exemple de décrire, lorsque u? reste fixe, une des 
trajectoires SES de D(w') sur la développable qu’elle engendre. D'après 


08 
ce qui précède, as sera alors perpendiculaire au plan tangent en M à S. Ces 
u} 


points Q(u') seront donc les points I(4) associés à une congruence de type II 
correspondant à la même famille de courbes-images des développables 
persistantes y. 

Ceci se vérifie immédiatement par le calcul. Si a; est solution de (4.2), 


Oy. = he 
qui entraine 
Oya es dia + Aya Gi, 

puisque ~,,,= 0, est aussi solution de (4.2). On peut déterminer À (ui) de telle 
sorte que 
(4.6) Sut Gj1=( Sut Mi) + Apa 0 (TESTS a), 
puisque (4.2) vérifiée par a;, exprime la compatibilité en À, des deux équa- 
tions (4.6). À se détermine par une quadrature à une fonction arbitraire 
_additive de wu? près. 

On peut donc, sans restreindre la généralité, pour la recherche des 
congruences de type III, résoudre le système ; 
(4.7) Ent duo (t=, 2), 
(ua8)" A1 0 (=1, 2), 


ce qui peut s'exprimer autrement sous forme cinématique. 
Les points I(w') vérifiant (3.1) sont, comme cela a été démontré au para- 
graphe 3, liés à un plan matériel qui roule sans glisser sur S le long des 


a + 1 . . 
différentes courbes y... Le vecteur ¢(u’) étant tel que Rs est perpendiculaire a 
ce plan, il en résulte que la droite D(w’) passant par un des points (wi) 


ci-dessus et paralléle au vecteur 7 est invariablement liée à ce plan matériel. La 
réciproque est évidente. On peut donc donner pour les congruences a dévelop- 
pables persistantes dont les rayons sont dans les plans tangents 4 S une 
génération cinématique analogue a celle des congruences de type II. Ces 
congruences ont été signalées par M. Vincensini qui en a étudié certaines 


propriétés. 


La congruence de type NI 2 plus générale correspondant à une famille donnée; 
de courbes-images des développables persistantes est engendrée par une droite 
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invariablement liée à un plan matériel et située dans celui-ci, ce plan roulant 
sans glisser sur S le long des différentes courbes Y,, à partir d’une position arbi- 
trairement choisie pour chaque y. 


Pour une famille de courbes y,. donnée, la connaissance de deux congruences 
prises indifféremment parmi les types II ou III entraîne la connaissance sous 
forme finie de toutes les congruences de ces deux types relatives à la famille 
des courbes y. En effet le plan matériel qui roule sur S le long des y,; est 
parfaitement déterminé par la connaissance, soit de deux points, soit de deux 
droites, soit d’une droite et d’un point qui lui sont invariablement liés. 

Ceci montre que la recherche de toutes les congruences de l’un des deux 
types attachées a une surface S est équivalente a la recherche de toutes les 
congruences de l’autre type, ce qu’on peut d’ailleurs établir à partir des 
équations dont dépendent ces recherches. 

S et la famille des courbes y,, étant données, la recherche des congruences 
de type II correspondantes dépend de la résolution du système (4.7), (4.8). 
Les équations (4.7) dont dépend la recherche des congruences de type II sont 
des Tres différentielles linéaires, du premier ordre, relativement à la 
variable uw‘ dont les équations sans second membre associées ne sont autres 
(aux notations des fonctions inconnues près) que les équations (4.8). 

Or la résolution du système (4.8) se ramène à une quadrature lorsqu'on 


; vg Me | oar st 4 
prend pour inconnue l'angle © du vecteur z(w‘) à partir d'un vecteur unitaire 


A a 
donné j(u') dans le plan tangent. Deux quadratures permettent ensuite 
d'obtenir la solution générale du système (4.7). 
La détermination des congruences des types X et III associées à une sur face S se 
ramène donc à des quadratures. 


Le plan perpendiculaire au plan tangent en M(u') aS et issu du rayon D(u’) 
d’une congruence de type III est un des plans focaux associés à D(u’); il est 
attaché aS. Soit F(u’) le foyer associé à ce plan focal. C’est le point de D(w') 
qui décrit une surface dont le plan tangent en F(w') est perpendiculaire au 
plan tangent à S en M(u‘) le long de D(w'). D'après l’étude du paragraphe (I, 2) 
la congruence de points [F(w')|, supposée attachée à S conserve la propriété 
CI- ue dans une déformation arbitraire de S. Le foyer F(w) est donc lui aussi 
attaché aS. Comme les congruences de type II : 


Les congruences du type III possèdent une famille de développables persistantes 
et, relativement a chaque rayon, un foyer et le plan focal RPTL oRE attachés 
à S dans une déformation arbitraire de S. 


Cette fixité du foyer avait été établie par M. Vincensini qui à signalé qu'elle 
caractérise ce type de congruences dont les rayons sont dans les plans tangents 
de S au même titre que la persistance d’une famille de développables. 
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On peut remarquer que la perpendiculaire en F(u') a Dw’) tracée dans le 
plan tangent à S engendre une congruence de normales dont F(u') décrit une 
trajectoire orthogonale. Par suite, la perpendiculaire en F(u') au plan tangent 
en M(u') aS engendre une congruence de type II. Mais cette dernière n’admet 
pas en général les mêmes courbes-images des développables persistantes que la 
congruence du type III qui l’a introduite. 


lé =] ae . . . = 
9.. CONCLUSION. — Il n’existe que trois types de congruences de droites attachées 


à une surface S et admettant une famille de développables persistantes dans une 
déformation arbitraire de S. 
I. Les congruences dont une nappe de la sur face focale est S. 


Il. Les congruences du type étudié par M. Finikoff dont les rayons sont perpen- 
diculaires aux plans tangents de S. 


IT. Les congruences du type étudié par M. Vincensini, dont les rayons sont 
situés dans les plans tangents de S. — 


Une congruence peut appartenir simultanément aux types I et III. Dans ce 
cas D(w') est tangente en M(w’) à la courbe y, le vecteur unitaire tangent a 
cette courbe devant-subir le long de celle-ci un déplacement parallèle de 
Lévi-Civita, il:est nécessaire que les courbes y,; soient des géodésiques de S. 
Réciproquement, les tangentes à une famille de géodésiques de S engendrent 
une congruence particulière du type III, les points I(w') correspondants étant 
-les points qui décrivent les développantes des géodésiques y. 


Les congruences qui appartiennent simultanément aux types X et WT sont donc 
des congruences de normales. Ce sont les seules congruences des types I et Ul (st 
Pon eaclut le cas des surfaces S développables) qui sont des congruences de 
normales. C’est évident pour le type I. Pour le type III, cela résulte du fait que, 
lun des plans focaux de D(w') étant perpendiculaire au plan tangent, l’autre 
doit être confondu avec le plan tangent en M(w') de telle sorte que le foyer 
correspondant ne peut être que M(w') si S nest pas développable. D(u') passant 
par M(w'), la congruence est du type I. | 

Des études faites par MM. Finikoff et Vincensini il résulte que les 
congruences des types II et III ne peuvent avoir leur deux familles de déve- 
loppables persistantes. Donc : | 


Il n'existe pas de congruences de droites attachées à une surface S et admettant 
deux familles de développables persistantes dans une déformation arbitraire de S. 


Il est intéressant de remarquer que, par contre, il existe des congruences 
attachées à une surface S telles que les deux foyers de chaque rayon soient 
attachés à S. C'est le cas, par exemple, des congruences de roulement 
engendrées par une droite D invariablement liée à une surface matérielle Sj, 
isométrique à S, qui roule sans glisser sur S. Les foyers relatifs au rayon D(w') 
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sont respectivement la projection orthogonale de M(u') sur D(w) et Vinter- 
section de D(u') avec le plan tangent en M(u). 

Le probléme général de la déformation des congruences avec foyers persistants 
semble intéressant; je compte y revenir dans une publication ultérieure. 


B. CONGRUENCES DE NORMALES ARBITRAIREMENT DEFORMABLES. 


6. CoNsiERATIONS GÉNÉRALES. — a. Dans cette partie est étudiée la recherche 
des congruences de droites D(w'), attachées à une surface S, qui sont des 
congruences de normales et le restent dans une déformation arbitraire. Des 
cas importants de ce problème ont déjà été étudiés. Beltrami a montré que si 
une congruence [D] est attachée a S de telle sorte que D(u') passe par M(u') et 
si cette congruence est une congruence de normales cette propriété est inva- 
riante. Ribaucour a montré une propriété analogue pour les congruences dont 
le rayon D(u') est dans le plan tangent en M(w'). D'après l'étude du para- 
graphe 2 de la partie I, ces congruences de normales arbitrairement déformables 
peuvent être associées à toute surface S. Ce sont les seules pour lesquelles les 
trajectoires orthogonales sont décrites par des points attachés a S. Les 
congruences de Beltrami s’obtiennent à partir des congruences de sphères [2] 
admettant S pour déférente, D(u') étant l’une des droites joignant M(w) à Pun 
des points de contact de X(u') avec son enveloppe. Nous avons vu que la déter- 
mination de toutes les congruences de normales du type étudié par Ribaucour, 
associées à une surface S, se ramène à la recherche de toutes les congruences 
du type II étudié dans la partie II. A. Cette détermination n’exige donc que des 
quadratures. 

M. M. Vasseur a montré, dans le cas où D(w') n’est pas parallèle au plan 
tangent en M(u') aS, le cas de Beltrami étant écarté, que S doit être isométrique 
à une surface de révolution et que D(u') doit couper le plan tangent en un point 
de la tangente en M(w') à la déformée de méridien passant par ce point, 

Dans ce qui va suivre, le probléme général sera mis en équation avec le 
paramétrage le plus général de S. Celui-ci sera ensuite particularisé suivant les 
besoins des différents cas qui se présenteront afin de permettre de poursuivre 
l'étude de la question. 


b. Mise en équation générale. — Le rayon D(u') est défini dans le repère 
local R(u'), comme dans la partie A, par les données (4.1). 
La condition nécessaire et suffisante pour que [D(w')] soit une congruence 


de normales est que le tenseur y; (coefficients de Kummer, paragraphe 1,4) 
soit symétrique ; 


(6.1) Ty; = til = 
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D’après (1.2), après un changement d'indice muet, 
Ce + a by) (air — Bg ner) + (b) 7+ amy) (Br at nu) ] = 0, 
et en séparant les termes en 1;; suivant leur degré 
TOP SE + alak) ni; nur + T(aiB,;— bai;) nm; +... 
+ ath 7 — BB (Bij + an) ne] + "(B17 + an) de Br] = 0. 
Or, K étant la courbure totale de S, 


: I ; 4 
Ce) il = a tik dét(n:;) =TaK, 
le] 


et en groupant les termes en »;;, après permutation des indices muets / et J, 
k et ¢ dans le troisième terme 
TDaiBi— ab; + Bai ba; + Ben; +... 
+ Toy Gj Mae DB) + ta (OB gi + aiak) K = 0. 
Si l’on pose 
(6.2) Os Ba". CES Nee. 


ce qui entraine 


a= Brai + Bas, ay ba! + bay, 

l'équation qui donne la condition nécessaire et suffisante pour que [D] soit 
une congruence de normales s'écrit, en remarquant que t"g'mi;—=T"n;;— 0, 
ag "= 0, après des changements d'indices muets dans le dernier terme 

(6.3) Dar ds) ni + (ai aaj jet Bj j.+ aj aK) = 0. 


Le premier membre de (6.3) est linéaire en 411, ‘ques Muse Pour que [D], 
attachée à S, reste une congruence de normales dans une déformation arbitraire 
il faut et il suffit que les coefficients de ce polynome du premier degré soient 
nuls. Pour cela il faut et il suffit que le tenseur 


(6.4) | AU = ri — 1) 

soit antisymétrique et que l’équation ci-dessous soit vérifiée : 

(6.5) TH (apy at jui + 0) 8). + a;arK) = 0, 

c’est-à-dire que le tenseur suivant soit symétrique : 
Bi = air ah iota) 7 Oy, Bit aa;K. 


L'étude ultérieure se simplifie si l’on remarque que l'un des deux vecteurs a’, 
ai du plan tangent peut toujours être supposé nul. Le premier en prenant Q(ui) 
dans le plan tangent aS en M(u') si D(u') coupe ce plan (b = 0). Le deuxième 
si D(u') est parallèle à ce plan (B—o). Nous séparerons ces deux cas dans la 


suite. 
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7. CONGRUENCES DONT LE RAYON D(w') coupe EN Q(u') LE PLAN TANGENT A S 
En M(u'). — a. Choix d’un paramétrage particulier. — Ce cas correspond, en 


vertu du choix de Q, aux hypothèses : 
(732) bi 0 CE (ET, 2), (Po. 


Exprimons tout d’abord que le tenseur 


Ave= Hai, 


(Asa 

est antisymétrique. C'est-à-dire : 

(7.3) do 0, 
Aid), 


Nous simplifierons le système ci-dessus en rapportant la surface à un para- 
métrage particulier vu! =u, = +, tel que : 
La tangente en M à la courbe + = Cte passe par Q (ainsi a = 0). 


Les courbes coordonnées sont orthogonales. 


Ceci entraîne : 
Susok, §12= §2u— 9, §2= 
oO 


a=, donc @=o. 


Les symboles de Christoffel de deuxiéme espéce sont donnés par 


| =e 5. ayy ee TOE het ad ee 2 ee 
mf 2E du’ lr1§”  2G av’ Lorf  li2f 2E de’ 
ere LUE LE ge es AO NE PTE ve. 
221 2G ov’ ga)" a B-Ou ” Li2f lof 2G du. 
Les équations (7.3) s’écrivent alors 
Ota au 20 08 
7: — += = — — 
(7.4) dv ta" E Serica 
Bee dE 
(7.5) et ent it cae, 
EL ON HE AR TS OC 
ag —— A Sogn —. 
mae où +a" Bou 2° G du 


L’équation (7.5) conduit à deux possibilités. 


1° cas : a'= 0, — 6 n'étant pas nul, cela entraine a! — a? = o. Le point Q(u') | 


est en M(u’). Ce cas est le cas de Beltrami. On vérifie d’ailleurs immédiatement 
que (7.4) et (7.6) sont satisfaites tandis que (6.5) s'écrit 


wi lai 0: 
Le tenseur à, étant symétrique, à; est un gradient. Il existe donc R tel que 


QS Rj. 
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On vérifie, d’après étude faite au paragraphe I. 1, que D(w') joint M(u') à 
lun des deux points de contact de la sphère X(w'), centrée en M(u'), de 
rayon R(w'), avec son enveloppe. 


Sy ee: ' 
2 Cas: ~~ =o. — Best fonction de u seul; par un changement de variable 


déja utilisé au paragraphe I.3c, on peut toujours se ramener, tout en respec- 
tant les hypothèses déjà faites, au cas où 


tie 


L’équation (7.4) donne alors 
Wass (tz) (f, fonction arbitraire d’une variable) 


et par suite (7.6), 


FRET ES 


G—g(v) f?(u) (g, fonction arbitraire d’une variable), 


puisque nous pouvons ici écarter le cas où f(w) serait identiquement nulle. 
Comme au paragraphe [.3 c, nous pouvons toujours nous ramener au cas où G 
est fonction de uw seul. S admet donc nécessairement une première forme qua- 
dratique fondamentale de la forme 


(7.7) ds*= dure) de. 


Si avec ce ds” on résoud le système (7.4), (7.5) et (7.6), on trouve la condi- 
tion nécessaire et suffisante suivante pour que A” soit antisymétrique : 


(7.8) ie hr) (A, constante arbitraire). 


Ainsi se retrouve par une autre méthode le résultat de M. L. Vasseur que nous 
allons approfondir en effectuant une étude de l'équation aux dérivées par- 
tielles (6.5) entre les fonctions inconnues @;, 6 liées par la relation ¢;«'+ B?— 1. 


Les seules congruences de normales attachées à une surface S et arbitrairement 
déformables avee elle sont, lorsque le rayon D(u') ne passe pas par M(u') et coupe 
le plan tangent en ce point aS, certaines congruences attachées à des surfaces tso- 
métriques à une sur face de révolution et dont le rayon D(u') rencontre la tangente 
en M(u) à la déformée de méridien passant par ce point. 


 b. Étude de certaines solutions particulières. — 1° L’équation (6.5) s'écrit 
ici (6 = 0), après élévation et abaissement d’indices : 


(7.9) tl (appa) pyar a;aK)= 0. 
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Avec le système de paramétrage utilisé et la forme correspondante des sym- 
boles de Christoffel, les dérivées covariantes qui interviennent dans (7.9) ont 
pour valeurs 


da" da! 3 ‘ies 
Dis ad di, — de ? du 0, a) >= — a’; 
de plus 
od r" 
RAT 


On obtient ainsi l’équation 


à ” 
Oa, Oa, da! Oa, da! da, Te . da! 7! > OLA r'? ae pe Foe * 
Ca 4 2 ae 9 2 4 » ge NE 
de du du dv de du T eh OWL r Ou 7° F 


2 


car ici a — a", a,== a’ = 0. Cette équation peut se mettre sous l’une des formes 


suivantes : 


Dlat+u,«] af fr = 
(7.10) D(a, ¢) du L( r a+ jme 
OC Er (CE 


Z Ofda fr. _ af feat 
(7.12) du | d 7 ae 4 do = Ol PAT le ane 


— =~ 
. , OM 1 OM > = STE pec 
Si dans la base B orthonormée —_; le vecteur z est repéré à l’aide des 


du?’ r ov? 
angles Ÿ et 4 tels que 


. cos Ü cos, %, = cos cosy, 
(iets) 1 cos sin, il en résulte 4, = r cos 0 sin, 
Bh. : 
sin 9, S.2=sin O36 0, 


0 est l'angle de D(u') avec le plan tangent en M(w'), 4 est l'angle de la projec- 
tion orthogonale de Du’) sur le plan tangent avec la tangente en M(w) à la 
déformée de méridienne, (7.8) donne alors 
(7.14) a= Zaha 

En opérant les substitutions (7.13), (7.14), l'équation (7.10) fournit une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre à deux fonctions inconnues v 
et 0. De la résolution de cette équation, dans laquelle une des deux fonctions UE 
ou 9 peut être prise arbitrairement, dépend la recherche des congruences de 
normales arbitrairement déformables qu’on peut attacher à une surface isomé- 
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trique a une surface de révolution. 9 et Ÿ déterminent le vecteur 7 et RD) 
fournit a‘, c’est-à-dire la position de Q. 

La complexité de l'équation en 4 et | ne semble pas permettre l'obtention de 
la solution générale sous forme finie ou à l’aide de quadratures. Grâce aux 
formes particulières (7. LO (7 srt) el (7.15), 0n peut cependant obtenir des 
solutions particuliéres dépendant de fonctions arbitraires. Certaines de ces 
solutions permettent des remarques géométriques intéressantes. 


2° Cas où D(u') est dans le plan normal contenant la tangente à la déformée de 


méridien en M(u'). — Ce cas correspond à #,—=o0 ou V=o, en choisissant 
convenablement les déterminations de v et 0. L’équation (7. 10) s'écrit alors 
kr kr! 00 
D =~ OS ( = — s] = == 
Ee EUR | (T +1) sind Ovum it 
D(u, 9) 
soit 


( 
(Ar' + sin 0) == Os 


D'où la solution générale de ce cas : 


=o, 
(7.15) 6 =0(u)  [(w), fonction arbitraire], 
: 


oh — k eel 
É sin () 


En effet kr! sin0 = o conduit aussi à 0 fonction de u seul. 


Mise en place géométrique. — Nous l’effectuons sur l’une des surfaces de révo- 
lution S’ admettant (7.7) pour première forme fondamentale en affectant de 
l'indice-« prime » les éléments géométriques correspondants. La droite D’(u, ¢) 
est dans le plan méridien de M’(u, 6). D’après (7.15), il suffit de construire 
tous les rayons situés dans un plan méridien, la congruence complète s’en 
déduit par révolution autour de l’axe de $’. 

H’ étant la projection orthogonale de M’ sur D’: 

M’ H! = M’2"| sin® | =| @*|.| sin 6 |. 

D'après (7.15) : 

(7.16) M's | kre) 

La droite D'{u, ¢) est tangente à la sphère centrée en M(u, ¢) dont le rayon 
est|#|r(u). Inversement, sous réserve de conditions de continuité et de déri- 
yabilité de O(w), toute famille de droites du plan méridien telle que la droite 
associée à M’ soit tangente à la sphère (M’,|Æ|r) où & est une constante, 
engendre par rotation autour de l’axe de S’ une congruence de normales arbi- 
trairement déformable avec S’, En effet (7.16) entraîne (7.15) en choisissant 

: ma 
convenablement le signe de k ou le sens de n. 
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Étant donnée une sur face de révolution S', il existe des congruences de normales 
attachées à S', arbitrairement déformables, dont les rayons sont situés dans les 
plans méridiens de S'. Ce sont les congruences admettant le méme axe de révo- 
lution que S! dont le rayon associé au point M' est tangent à la sphére de 
rayon |k|r centrée en ce point, r désignant le rayon du parallèle qui passe par M 
et k une constante. 


En particulier si [| —1, la congruencé dont tous les rayons D',(u, v) sont 
confondus avec l’axe de révolution de S’, entre dans la catégorie précédente. 
C’est une congruence de normales singulière, mais ce dernier caractère n’est 
pas invariant dans une déformation arbitraire. 


Do 


’(u,v) 


Fig. 1. 


Attachons à S’ une congruence de surfaces [ 8’ ], la surface S’(u, ¢) associée 
au point M(u, #) coincidant avec S’. On peut donner de la congruence [D’, | la 
définition suivante invariante par déformation arbitraire : [D',] est engendrée 
par l’axe de révolution de la surface de révolution S’(u, ¢) qui roule sans glisser 
sur S’. | 

Par déformation arbitraire, on retrouve ainsi le résultat connu suivant : 


, ‘ ; 
L'axe d’une surface de révolution qui roule sans glisser sur une sur face (qui lui 
est nécessairement isométrique) engendre une congruence de normales. 


Le point Q,(u, ¢) correspondant à la congruence [D | est l'intersection du 
plan tangent en M’(u, ©) et de l’axe de S’, c’est le centre de courbure géodé- 
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sique en M'(u, ¢) du parallèle. Ce centre reste attaché aS’ dans une déforma- 
tion arbitraire. Donc si S est la déformée la plus générale de S’, [D,] la déformée 
correspondante de [Dj ], le point Q,(u, 6) où D, (u, e) coupe le plan tangent est 
le centre de courbure géodésique en M(u, e) de la déformée de parallèle. Un 
calcul simple montre que dans ce cas : 


F 


(7.17) aj=— 7. 
> 


Ce type de solution correspond donc à la fonction 0(w) particulière suivante : 
Chetty) sin 99 (u) = — 7! (sik=+1). 


Cas particulier où le rayon D(u,e) est perpendiculaire au plan tangent 
en M(u, ¢). — Ce cas est aussi un cas particulier du type de solution donné 
par (7.15). C’est celui qui correspond à la fonction 


5 Is | . Rete ics. 6 a ñ 
puisqu on peut toujours choisir z de sorte que ¢ =n. Il en résulte 
== KT = 0; 
La congruence [D(u, ¢)| est la congruence des cordes de contact de la 


congruence de sphères X(u, v) centrées en M(u, ¢) et dont le demi-carré du 
rayon est l’une des fonctions de la variable wu seule définie par 


p—=— kf r(w) du. 


Ainsi se trouve établi le résultat énoncé au paragraphe (I.3.c). 


Les seules congruences de normales attachées à une surface S, arbitrairement — 
déformables, pour lesquelles, le rayon D(u') est perpendiculaire au plan tangent 
en M(u') sont les congruences de cordes de contact de congruences de sphères 


centrées sur S étudiées au paragraphe (1.3.c). 


3° Cas où D(u') passe par le centre de courbure géodésique en M de la déformée 
de parallèle. — C'est le cas où 


; 
(7.18) | Lg FE 
donc 

(7.19) sin§ =— kr". 


L’équation (7.10) s'écrit alors en tenant compte du fait que, d’aprés (7.19), 
0 n’est fonction que de w 


(4 

rr at MO 

— cos dant —- == 0, 
r'2 Ÿ ov 
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Les cas où sin =o ou cos) =o ont été étudiés au paragraphe précédent, seuls 
restent a examiner les cas suivants : | 
= 0. S est développable. 

Opérons la mise en place de la congruence sur le plan $’ qui se trouve repéré 
en coordonnées polaires. Quel que soit M’(u, e) le point Q’(u, ¢) est le pole O 
du systéme de coordonnées polaires, centre de courbure du paralléle de M’. 

L’angle 9 est constant d’après (7.19), car 7’ est constant dans l'hypothèse 
actuelle. Y est une fonction arbitraire de w et ¢. 

La congruence | D'] est singulière. Ses rayons sont des génératrices d’un cône 
de révolution dont l'axe est normal au plan S' associées de façon arbitraire aux 


points du plan. 


a =o conduit a la solution 


p= vb(u) (fonction arbitraire), 
(7.20) a = — 5) 
sin0 = — kr’. 


Lorsque la fonction Y(w) est choisie identiquement nulle, la solution obtenue 
peut se mettre sous la forme (7.17)-(7.17’). En effet, par un changement de 
variable linéaire sur les seuls, on peut remplacer dans le ds* de S, r(u) par 
toute fonction de la forme hr(w)(h = Cte). Ceci permet de se ramener si on le 
désire, au cas où |Æ| = 1. Cette solution est donc engendrée par l’axe d’une 
surface de révolution qui roule sans glisser sur S. 


Les solutions (7.20) se déduisent simplement des congruences obtenues par rou- 
lement sur S d’une surface de révolution isométrique à S. Il suffit de soumettre 
chaque rayon 1),(u') de ces dernières à une rotation autour de la parallèle à la 
normale en M(u') issue du point Q,(u') où ce rayon perce le plan tangent, l'angle 
de cette rotation étant constant le long des déformées de parallèles. 


4° Congruences | D] invariantes dans les déformations qui laissent S invariante. 
— Ce sont les congruences qui, attachées à l’une des surfaces de révolution S’ 
isométriques à S, sont de révolution autour de l’axe de S’. Pour cela, il faut et 
il suffit que Ÿ et 9 soient fonctions de x seul. Il en est alors ainsi pour a!, a, 
et a. | 

Le déterminant fonctionnel de (7.10) est nul, d’où la solution correspon- 
dante 


O(u), Y(u) telles que r(kr'+ sin) cotg0 sing = C (C constante arbitraire), 
(7.21) r 


Quel que soit C, si l’on ne se trouve pas dans les cas précédemment étudiés, 
9(w) peut être choisie arbitrairement, Y(w) et a! (u) s’en déduisent. 
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Ces solutions se déduisent de la solution pour laquelle le rayon D(u') est dans le 
plan normal en M(u') qui contient la tangente à la déformée de méridienne et corres- . 
pondant à la méme fonction §(u) par des rotations analogues à celles utilisées dans 
le paragraphe précédent. Mais ici l'angle de rotation ne varie pas arbitrairement 
le long d’une déformée de méridien. Il est précisé par la première équation (7.21). 


Plus généralement, on peut obtenir sous forme finie toutes les solutions pour 
lesquelles le déterminant fonctionnel de (7.10) est nul. Le cas a+ u— Cte 
étant étudié plus loin, on obtient ici la solution : 

ane ; ree : : 
cos 4 cos = f ang 4 (f, fonction arbitraire d’une variable), 
r(k’r'+ sin0) cotg0 sind = g(¢) 


(7.22) . ot : 
&, fonction arbitraire d’une variable), 


a=k 


sin0 


Les deux premières équations déterminent en général, implicitement, les 
fonctions Lu, 6) et O(u, ¢). 


5° Cas où le rayon D(u') coupe la tangente en M(u') à la déformée de méri- 
dienne sous un angle constant le long de cette dernière. — C'est le cas ou a, n’est 
fonction que de 6. (7.11) s'intègre alors. D’où la solution correspondante en 
introduisant 0 et 4. 
cos) cost = f(¢) (f, fonction arbitraire), 


( kr of wf) dé (is +1) cos 8 sin) =g(r) 


sin 0 sin Ô 


: 3 A . ry 
(7.23) (g, fonction arbitraire), 


kr 


sin 9 


a= 


Les deux premières équations déterminent 0 et ¢. 

Il existe des solutions pour lesquelles l'angle de D(w') avec la tangente à la 
déformée de méridienne est constant sur tout S. Elles correspondent aux fonc- 
tions f constantes dans (7.23) [et aussi dans (7.22)]. 

6° Cas où Q{(u') décrit une développante d’une déformée de méridienne 
quand M(u') décrit cette dernière. — C'est le cas où a+ u n’est fonction que 
de +, u définissant un système d’abscisse curviligne sur les déformées de méri- 
dienne. (7.12) s'intègre alors et les solutions correspondantes sont données par 


= ae = f(s)—u (f, fonction arbitraire), 
sin Ü 
af 
(7.24) | J'() cos 0 cos + 1 4. ) cos 4 sind = g(r) 


(g, fonction arbitraire). 
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Les deux premières équations déterminent a‘ et 9. La dernière permet 


ensuite de calculer Ÿ. 
En particulier, si f est constante Q(u') décrit une surface dont S est une 


nappe de la développée, le réseau des courbes coordonnées de S étant constitué 
d’une famille de géodésiques et de leurs trajectoires orthogonales, wu étant 
l’abscisse curviligne sur les géodésiques. 


8. CONGRUENCES DONT LE RAYON D(u') EST PARALLELE AU PLAN TANGENT A S AU 


point M(u'). — Choix d’un paramétrage particulier. — Ce cas correspond aux 
hypothéses 
(8.1) 6 =o; donc &—o. 


Exprimons tout d'abord que le tenseur 
(8.2) — AU vil Gi 
est antisymétrique. Ce problème est le même (a' remplaçant a’) que celui quia 
été étudié au paragraphe 7 a. Sa solution est la même si l’on adopte sur S un 
paramétrage u' =u, uv? = + tel que 


Cela revient ici à prendre un réseau de courbes coordonnées orthogonales tel que 
la tangente en M(u, ¢) à la courbe + = Cte soit parallèle à D(u, +). 


L'étude du paragraphe 7.a conduit alors aux possibilités suivantes : 

1° Cas : a'=o. — Cela entraîne donc a = o(1— 1, 2), les a ne peuvent être 
nuls tous deux, sinon Porat nul, cette condition est réalisée si et seulement si 
(8.3) bo, 


Ce cas est celui où D(w') est dans le plan tangent en M(u') aS. Il sera étudié au 
paragraphe suivant. 


2° Cas. — C'est celui où S est isométrique à une surface de révolution. Le ds? 
relatif aux courbes coordonnées choisies peut se mettre sous la forme 
(8.4) ds* = du? + r*(u) de?. 
Il en résulte alors 


(8.5) a=kr(u)=ba! (A, constante arbitraire), 


oM 
Si le vecteur & est pris équipollent à — Ju’ te qu'on peut toujours supposer, 


on a alors 
atæits ap; Cie, 


di. 


‘ SUR CERTAINES PROPRIETES INVARIANTES. 353 
et d’aprés (8.5), 
b=kr(u). 


On peut particulariser le point Q sur D(w, v) en le prenant par exemple 
confondu avec la projection orthogonale de M(u, +) sur D(u, ¢). Dans ce cas, 


a = 0: 


L'équation (6.5) permet de déterminer la dernière fonction inconnue a?. 


Les dérivées covariantes qui y interviennent sont données dans le tableau 
ci-dessous : 


(6.5) devient 


if Ou? fs 2 2 I 
rr’| — + —@)+@rr'=0, 
Ou r 


car d.—r’a’. Cette équation est vérifiée si l’une des fonctions r’ ou a? est 
nulle. Les autres solutions s’obtiennent par la résolution de l’équation obtenue 
en divisant par rr'a?, 

Wier Oh ee CT 

a Ou WE Se 


D’ot la solution générale qui englobe les solutions particulières signalées 


ci-dessus. 
fr a= (b) (f, fonction arbitraire). 


On peut donc énoncer le résultat suivant : 


Les seules surfaces S auxquelles on peut attacher des congruences de nor- 
males | D |, arbitrairement déformables, pour lesquelles le rayon D(u'), est paral- 
lèle au plan tangent en M(u') sont les sur faces isométriques aux sur faces de révo- 
lution. Le rayon D(u') est parallèle à la tangente en M(u') à la déformée de 
méridien. Ee ds? de S étant mis sous la forme | 


ds? = du? + r? (wu) ds?, 


les solutions sont données par 


ie %=1, = b=0, 
oe) gi 0, LTO me ft (Pye b= kr. 

Lorsque r= 0, c’est-à-dire lorsque S est une développable rapportée à un ds 
eartésien, la fonction f doit être nulle et a* est une fonction arbitraire de u, ¢. 
En particulier, la congruence ainsi attachée au plan S' est singulière. Tous ses 
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rayons sont parallèles entre eux et situés dans un plan parallèle à 5’, ils sont 
associés de façon arbitraire aux points du plan. 

Dans les autres cas /(v) est une fonction arbitraire. Sa connaissance et celle 
de & entraînent la connaissance de a? et b. 


9. CONGRUENCES DONT LE RAYON D(u') EST SITUÉ DANS LE PLAN TANGENT A S AU 
point M'(u'). — a. Equation générale. — Ici 
Cam, (ESS (a). 


ce qui entraine 
=O, Co W=rs 


Le tenseur A’ est nul, done antisymétrique, et l'équation générale des 
congruences de normales dont les rayons sont situés dans les plans tangents 
de S, est donnée par (6.5) qui s écrit 


(9.1) TH (aj) + dl jus + a;a,K) =o. 


Dans cette équation, Q(w') peut être un point quelconque de D(w') attaché 
à S. On peut choisir arbitrairement les fonctions «;(u'), c’est-à-dire la direction 
de D(u’). (9.1) est alors une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
aux fonctions inconnues a’ dont l’une peut être prise arbitrairement. 

L’équation (9.1) peut être mise sous une autre forme qu'on peut obtenir 
directement de la manière suivante : Pour que [ D ] soit une congruence de nor- 
males, il faut et il suffit qu'on puisse déterminer A(w') de telle sorte qu’on ait 
l'identité en u! et du’: 


ae 
Oe he eae. 
à 
Soit, z étant unitaire : 
>> 
(9.2) dQ.i + di=o, 
(9.3) di —=— (dui+ Da')a;=— (a;+ a ja) du/ =— d(aia,) — (a; — aiay;) dw, 


ou, nous le rappelons, le symbole D est le symbole de différentiation extérieure 
absolue relativement à l’espace de Riemann dont la métrique est celle de S. 

La condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité de (9.3) non prendre 
l’une des formes suivantes équivalentes à (9.1). 


(9.4) D[(dut+ Da‘) a; | = 0, 
à 0 0 : 
(9.5) Sa (a+ dau) = x (a+ isa), 
0 0 
ae? gen dun) == Fe (Gta — d'arts). 


Si l’on développe les calculs dans (9.4), en utilisant la relation 
D?4;== — Q;,a* (Qi = = Ron du! /\ du, Ria, tenseur de Riemann-Christoffel ) on 
retrouve la forme (9.1). 
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Remarque. — Plus généralement l’équation (7.9), formellement identique 
à (9.1), mais où aa; <1, peut se mettre sous l’une des formes (9:4)4(9.5) 
ou (9.6). Car le calcul, indiqué ci-dessus, qui ramène (9.4) à la forme (9.1) 
est encore valable. Ceci explique les formes (7.11) et (7.12) qui-ont été 
données pour l’équation (7.9). 


UT 
b. Solution générale. — Le vecteur : (u') du plan tangent aS en M(w’) étant 
unitaire, il existe sur S une famille de courbes le long desquelles le 


vecteur (ui) ayant pour origine M(w'), subit un déplacement parallèle de 
Levi-Civita. En effet, de 


eae | : 
Dal (au) = 2a! aij j= 0 Ve): 
il résulte 
dét(æ;,;) =o. 
Donc, les équations 
Da; = a; du/ =o (rer 6) 


sont compatibles. Elles déterminent la famille de courbes le long desquelles i 
subit un déplacement parallèle. Cette famille de courbes est invariante dans une 
déformation arbitraire de S d’après son équation. 

Si l’on prend cette famille de courbes comme courbes u? = Cte, avec le para- 
métrage particulier correspondant on aura 


(9.7) Xij1— O- 


L’équation (9.6) s’intégre alors moyennant une quadrature : 


: Oa, 
: so — %+ | —du'=o. 
(9.8) CHE i u 
D'où la méthode suivante pour obtenir toutes les congruences de normales 
dont les rayons sont situés dans les plans tangents d’une surface S. 


Une famille à un paramètre de courbes de S étant prise, arbitrairement, comme 
SANT ete ; 
courbes u? = Cte, on détermine les vecteurs unitaires t(u'), issus de M(u') dans le 
plan tangent à S, qui, le long des courbes de la famille, subissent un déplacement 
parallèle de Lévi-Civita. Cette détermination (cf. Il. 4.b) weaige qu'une 
quadrature. 
See : 
Pour chaque solution i (u'), les congruences | D | dont le rayon D(u') est paral- 
LPS : : 

lèle à 1(uï) sont fournies par (9.8) qui, moyennant une quadrature, donne 
l'équation de D(u') dans le repère R(u'). 

La détermination de ces congruences est ramenée à deux quadratures. 


Rappelons que, d’après une étude faite au paragraphe (II. 3.c), la recherche 
de ces congruences a été ramenée à la recherche des congruences à dévelop- 
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pables persistantes du type II et que cette recherche, elle aussi, n’exige que 
des quadratures. 


c. Etude de l'extension aux congruences de normales d'un théorème de Darboux 
sur les systèmes cycliques. 


1° Introduction. — Toute congruence de droites dont les rayons sont situés 
dans un plan isotrope fixe est une congruence singulière de normales dont les 
trajectoires orthogonales sont des courbes (les isotropes du plan). Donc étant 
donnée une surface S, quelconque, il est possible de lui attacher une 
congruence de normales D, dont le rayon D,(#') est l'intersection du plan tan- 
gent en M, (ui) aS, avec un plan isotrope fixe. Cette congruence de normales 
ainsi attachée à S, est singuilére; d’après le théorème de Ribaucour cette 
congruence reste une congruence de normales lorsqu'on la déforme arbitrai- 
rement sans qu'elle reste en général singulière. 

On peut se demander inversement si toute congruence de normales attachée 
à une surface S, dont le rayon D(u‘) est situé dans le plan tangent en M(u') aS, 
admet une déformée [D,] dont tous les rayons sont situés dans un même plan 
isotrope. 

Une étude analogue a été faite pour les systèmes cycliques, dont les cercles 
sont dans les plans tangents à une surface S, le rôle du plan isotrope étant alors 
joué par une sphére de rayon nul. Cette étude a conduit au remarquable théo- 
réme de Darboux signalé au paragraphe (I. 6.c). 


Pour qu'une congruence de cercles attachée à une surface S, le cercle T(u') 
étant dans le plan tangent en M(u') à S, soit un système cyclique, il faut et il suffit 
qu'une déformée de cette congruence ait tous ses cercles sur une même sphère de 
rayon nul, 


Nous allons examiner si ce théorème peut s’étendre au cas des congruences 
de normales. Résolvons tout d’abord le problème plus général suivant : 


2° Recherche des congruences de droites attachées à une surface S et dont une 
déformée a tous ses rayons dans un méme plan isotrope. — La congruence [D(u')| 
sera définie par (1.1). La déformée particulière étudiée, [D,] sera attachée à la 
surface So, déformée de S, qui à un déplacement près est déterminée par ses 
deux tenseurs fondamentaux : 


ij, (commun à S et S;), 


et 
fij, (nous posons w= »;; du’). 


Pour que ces deux tenseurs déterminent S,, il faut et il suffit que les équations 
de Gauss et de Codazzi soit vérifiées : 

(9.9) Q;;+ ©; /\ Dj— 0, 

(9.10) Do;= 0. 
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Soit 4, le vecteur normal du plan isotrope fixe 


SS Yi > 
(9.13) Uo x avec C4 
Ro (ui) 0, 


Nous devons exprimer aye ce vecteur est fixe et que D,(w') est située dans un plan 


isotrope fixe admettant &, pour normale. D'où les conditions : 


(9.19) + diy = 0, 
(9.18) ue Gey, 
(9.14) eel 
L'équation (9.12) s’écrit 

(9.15) Dy;— dw,— 0, 
(9.16) do + ykw,= 0. 


En tenant compte de du, — 0 (9.14) peut se mettre sous la forme 


Tr SS ra ; 
Lay CAMES ahi, à My Qo = yi dui + d(yiaï+ db) = 


Si l’on pose 


(9.17) vai + db =R, 
l'équation devient alors 

(9.18) | yi=— Ri. 

Enfin (9.13) s’écrit: 

(9.19) yia'+ 03 = 0, avec. d'a+G?—1 


eats cas A 
La condition u,—0, (9.11), entraîne 
tg. da, = y' (Dy; = do) + 6(dd + ya) = 0. 


On constate que si à n’est pas nul, cette équation et (9.15) entraînent (9.16) 
qui peut être alors abandonnée. D'où deux cas: 


dr 0 


(9.15) est alors équivalente à 


vs PRIT", if 
i De 
(9.20) (o] 0 if 


En écrivant que la forme a; vérifie (9.9) et (9.10), on obtient 


après avoir utilisé la relation D* y;=— 0;;y/. 
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Or, d’aprés (9.11), 
d'où 


De telle sorte que les deux équations trouvées s’écrivent, après des changements 
d'indices muets : 
(9541) Dy; A Dy; — y; 0, 
YP Dreh Dr rire: 
On constate que (9.21) entraîne l'équation suivante (multiplication contractée 
par y?) 
En tenant compte de (9.18), (9.21) devient 


Ry in Ry jx du A duk — = ARR; dus )\ du*=6, 


Rijng, tenseur de Riemann-Christoffel, étant antisymétrique par rapport à ses 
deux derniérs indices, cette équation équivaut a 


Ryan Ryj2— Ry Rie — ARRBjj12= LE 


Le premier membre est antisymétrique en z et j. On obtient donc l’équation 

unique 
dét(R, ij) = ARR, 19 — oO, 
or 
Riis K dét(g;;). 

D'où, après division par dét (g;;), l'équation en R 
(9.22) y R + KAR=o0. 

Le problème se trouve ramené à la résolution de (9.22). A toute solution R(u') 
telle que AR >< o il correspond une infinité de congruences [D] attachées à S dont 


une déformée | D, | a tous ses rayons dans un même plan isotrope. Elles sont données 
par les équations suivantes déduites de (9.11), (9.17), (9.18) et (9.19). 


(9.23) yi=—R, d— — AR (d= ei VAR, Et), 
(9.24) atR,;— 218 VAR =o, 
(9.25) &R;— sb VAR +R=—0; 


une détermination de /AR étant choisie. 


La déformée [Do] est attachée à la surface S, dont le deuxième tenseur fonda- 
mental, d’après (9.20), est 


(9.26) iy See Rin 
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—2=0: S, a ses plans tangents paralléles a la direction isotrope fixe , 
c'est donc un cylindre. S est nécessairement une développable. Ceci ‘résulte 
d’ailleurs de (9.16) qui, dé étant nul, entraîne &,/\ Gj== 0, et. de (9.9) qui 
donne alors Q;;= 0, ce qui démontre la proposition. 3 

Le cas des développables isotropes étant exclu (ef. Introduction), si S, et par 
suite S, sont rapportées au ds? cartésien du plan 


(9.27) ds? = du? + dv? CRU == 0); 
l'équation (9.15) jointe à (9.18) conduit a R,—o, c’est-à-dire avec le para- 
métrage particulier choisi à 

ŒR PR PR 


Ou dude dé à 

D'où 
(9.28) R=Au+Be+C (A, B, C, constantes), 
(9.29) Yioe—A, yo—=— B (A, B, non nuls tous deux), 
(9.11) devient 
(9.30) A+ B= o. 
Q;; étant nul, (9.10) équivaut à 

Di De 
soit 

Mi Kip, 


À; étant un vecteur qui, en vertu de la symétrie de y;;, doit être un gradient ®,,. 
(9.10) admet pour solution 


= Dis 
(9.16) peut s’écrire, puisque Dy‘= 0, o,= D®,, 
D (7 Dix) = Q, 
d'où l’équation en ®, 
Pr E (E’ constante). 

En nous limitant, d’après (9.30), au cas où B—xA (il suffira de remplacer 
dans ce qui suit 7 par — z pour obtenirle deuxième cas possible), l'équation en ® 
s’écrit, avec le paramétrage (9.27) 


0®  .0® | 


mah 0 


Sa solution générale est 
D = F(u + iv) + Eu (F, fonction analytique arbitraire d’une variable), 


on en déduit 


ob RO a 
as Gt +); UD als B= = ik" (u+ iv), 
02D yr A 
fis =— = — FF" (w+ iv), 


To oe? 
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La solution générale du cas (à = 0) est donc la suivante : d’après ce qui précède 
et (9.19) et (9.27) : 


ds? = du? +- dv, 
(2535) a+ ia — 0, 
(plot) > a+i@+ut+vted=o 


et celle qui s'en déduit en remplaçant i par —t. 


La déformée D, dont tous les rayons sont dans un méme plan isotrope est 
attachée à la déformée S, de S dont le deuxième tenseur fondamental »;; est donné 
par | 
(9.33) Qu—=f(u +), a tf (u + w) 

ne=— f(u + à), 
(f, fonction analytique arbitraire d'une variable), 


ou par les formules se déduisant de celles-ci par remplacement de ¢ par — 2. Il 
y à donc ici une infinité de déformées [D, | ayant la propriété étudiée. 


Autre interprétation du problème précédent. — Si dans la mise en équation du 
problème ci-dessus, on fait abstraction de la condition (9.13), la seule qui fasse 


intervenir z,, on exprime en fait que la congruence [,(&;)] des plans isotropes 


passant par Q,(w') est admettant pour normale w, a tous ses plans confondus. 
De telle sorte que le problème précédent équivaut à la recherche des congruences 
de plans tsotropes || attachées à une surface S et dont une déformée a tous ses 
plans confondus. La solution générale en est donnée en supprimant (9.24) et 
(9.31) dans les résultats donnés ci-dessus pour chacun des deux cas. 

Les équations (9.25), (9.32) donnent précisément l’équation dans R(u') 
des plans r(w') cherchés. 

Les équations supprimées traduisent que les congruences | D] cherchées 
ci-dessus se déduisent des congruences de plans [7] en prenant arbitrairement 
la droite D(w‘) dans le plan (uw). 


Interprétation géométrique des résultats à l’aide des congruences de sphères. — 
Considérons la congruence des sphères E(u') centrées en M(u') et dont le 
rayon R(w') est la onion désignée par cette notation dans l'étude précédente. 
Le cas (R = Cte) devant être écarté, le plan r(w') a pour équation dans les deux 
cas d’après (9.17) et (9.18), 


—R,;ai+ db =R. 
I coupe donc le plan tangent en M(w‘) à S suivant la droite d’équation 
(9.34) dR;+R=—o. 
ae les notations de la partie I, Q uae gona le point courant de la droite, 
Péquation (9.34) s'écrit 
— d'RR,,; — R'— MO. Mmes 
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Ceci exprime que la droite étudiée est la polaire de la corde de contact associée 
à Z(u'): Ay(u'). 


N . . . . 
Dans le cas 5 A o, il faut et il suffit que R soit solution de (9.22) 
A».R+ KAR=o0, avec ARSo. 
Il correspond à cette solution deux congruences [=| pour les deux signes de €. 
Les plans 7'(w'), r"(u') sont les deux plans isotropes issus de Ay(w'), 


Dans le cas ¢ = 0, R est encore une solution de (9.22) (R,;, = 0, AR = Th 0) 
mais cette condition n’est suffisante que si S est développable, 


Ris 0, AR = 0 (R non constante). 
Ay(u') est alors isotrope et r(u') est le seul plan isotrope issu de Ay(w'). En fait, 
si R n’est pas constante, la condition R,,,— o entraîne que S est développable. 
En effet, si AR n’est pas nul, la famille de courbes R = Cte n’est pas constituée 


de courbes de longueur nulle et comme au paragraphe (I. 3c) on peut utiliser 
un paramétrage u'=u, u* = +, tel que 


ds; = E du? + G dv?, Risse (a), 
La condition R,,,= 0 s écrit alors 


t, OK 1 OG cee 


Deine no ie dt Leone cine 
_ Elle entraîne done 
| JE dG he 
OO FT Our 


S est développable. 

Si AR est nul, les courbes R= Cte sont des courbes de longueur nulle. En 
utilisant le paramétrage u'= u, u*=¢ de telle sorte que les courbes coordonnées 
soient de longueur nulle, on se ramène au cas 


as 26 dwar, Bis f(z): 


Les symboles de Christoffel de seconde espèce sont tous nuls, sauf 


f' n'étant pas nul, il en résulte 
d? 


du Ov aR 


S est développable. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIM. — Fasc. À. 46 
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On peut donc énoncer le résultat suivant : 


Les congruences de plans isotropes attachées a une surface et admettant une 
déformée dont tous les plans sont confondus sont les congruences de plans isotropes 
issus des polaires des cordes de contact des congruences de sphères vérifiant l'équa- 
tion (9.22) 

Aon == KAR=-0; 


les solutions de cette équation qui vérifient de plus AR =o étant exclues, sauf st 
elles ne sont pas constantes et satisfont en outre à la condition R\,,= 0(S est alors 
développable ). 


3° Cas où D(u') est dans le plan tangent en M(u') à S. — D'après le théorème 
de Ribaucour, [D] est une congruence de normales puisqu'il en est ainsi de sa 
déformée [D, |. D’après l’étude précédente D(w') est la polaire Ay(u') de la corde 
de contact associée à la sphère X(u') dont la congruence fait l’objet du résultat 
ci-dessus. 

Or on constate, et cela constitue une vérification, que tout au moins dans le 
cas AR 0, (9.22) est l'équation générale des congruences de sphères dont 
la congruence des polaires des cordes de contact est une congruence de normales 
non isotropes (paragraphe I. 4.c). 

Le cas AR =o correspond aux cas où les polaires des cordes de contact sont 
isotropes d’après (9.34). Ce cas avait été écarté dans l'étude citée du para- 
graphe 1. Nous allons l’examiner en étudiant le problème, a priori plus général, 
suivant. 


Recherches des congruences de normales dont les rayons sont isotropes et situés 


EUR APE é 
dans les plans tangents de S, — Q(u') et i(u) = o) étant un point et un vec- 
teur de D(u'), pour que [D] soit une congruence de normales, il faut et il suffit 
que l'équation ci-dessous soit complètement intégrable en A(u') 


> >\ > 
CEST UO. 


ANS DES é é ‘ : 4 

Mais ici 7?= 0, doncz.di= 0, l'équation ci-dessus se réduit à la forme singulière 
RÉ > + 

(9.35) ARTE 0 


qui montre que les congruences de normales constituées d’isotropes sont singu- 
lières. D’après (9.35), la surface décrite par Q(w') a toutes ses normales iso- 
tropes, c’est donc une développable isotrope et les rayons de [D] coïncident 
avec les génératrices rectilignes de cette développable. [(Qw’) étant un point 
quelconque de D(u'), on peut toujours supposer qu’il décrit une surface, 
sauf si les D(w') sont toutes confondues, auquel cas [D] est encore singulière |. 
Ces congruences ne présentent done pas un intérêt très grand et nous ne les 
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recherchons que dans le but de donner un résultat comportant un degré de 
généralité maximal. 


Rapportons S a ses lignes de longueur nulle. Avec un paramétrage particulier 
D 0 


ds? = 2 F du dv 


ae On Is 


MQ 4 a, l Ua 0, 
R (u,v) Riu,v) R 
0; p — 0, 


(9.35) s'écrit 
(du'+- Da’) 4;= 0, 
soit 
a+ ait; = 0, 
c’est-à-dire ici 


halo; Qs 0. 


En utilisant l'expression des symboles de Christoffel donnée plus haut : 


c 0g, 1 OF 
(9.36) yr ite a a OP eee 
da! 
F 
D’après (9.37) a! n’est fonction que de wv. Il en est donc de même de : Fo, et par 


suite S est développable. On peut toujours se ramener au cas où F = Cte, en 


particulier au cas 
ds? = du dv. 


(9.36) donne alors 
a'+u=c (c, constante), 
qui est Péquation de D(u, v) dans R(u, ¢). 
En comparant avec (9.34), on constate que D(u, v) est la polaire de la corde de 
contact associée à la sphère E(u, v) dont le rayon R(u, +) vérifie 


BLUE» 2 1 oR 
Roe Vue R ov à 


soit 
R=A(u—c) (A, constante non nulle). 

On obtient une deuxième famille de solutions en permutant les roles de u et ¢. 
Si l’on opère ensuite le changement de variables u=u'+ 16, p= u'— i’, on 
obtient 

ds? = du’ + de", R—=A(u +iw— 0c), 
c’ést-a-dire exactement les solutions obtenues dans le paragraphe précédent 
dans le cas 6 = o(AR — 0). 
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Ainsi se trouve complétement démontré le résultat suivant : 


Les congruences de droites attachées à une sur face S, dont les rayons sont situés 
dans les plans tangents de S et qui admettent une déformée pour laquelle tous les 
rayons sont dans un plan isotrope fixe, s’identifient avec les congruences de nor- 
males constituées par les polaires de cordes de contact d'une congruence de sphères 
admettant S pour déférente. 


Ces congruences de sphères sont déterminées par 


{ AR == 6, Ryy— 0; 


/ 4 — 7 / Æ 
A»R + KAR=—o, avec ARSo ou | (R non constante). 


Cas des congruences réelles. — SiS est réelle avec un paramétrage réel et si 
l’on ne recherche que des congruences [D] réelles, d'après (9.34), il faut et il 


suffit que f R, («= 1, 2) soient réels, c’est-à-dire que R soit de la forme 


Roe, 


[étant une constante, o(u') une fonction réelle. Or (9.34) montre que deux 
fonctions R(u') dont le rapport est constant conduisent à la même congruence 
| Ay]. Pour la recherche des congruences réelles on peut done se limiter aux 
solutions réelles de (9.22) et même, localement, aux solutions positives. Il 
suffit alors d’écarter les solutions constantes de (9.22). 

Pour étudier l'extension du théorème de Darboux, il suffit done de voir si 
toute congruence de normales dont les rayons sont dans les plans tangents de S 
est congruence des polaires des cordes de contact d’une congruence de sphères 
centrées sur S. D'après le paragraphe (90) il existe une infinité de congruences 
de normales [D] dont le rayon D(w!), situé dans le plan tangent en M(w'), est 


> 
parallèle au vecteur unitaire z(w'), le champ de vecteurs unitaires tangents à S 


> . je . CE ; . . . 

i(u') étant arbitrairement donné. Examinons si parmi ces congruences de nor- 
males, il en existe qui soient des congruences de polaires de cordes de contact. Pour 
cela, rapportons S à un réseau orthogonal de courbes coordonnées tel que, si uv 


> 


\ ay vs 1. à OM 
et ¢ sont les paramètres correspondants (4, 6) soit parallèle à x" Dans ce cas, 
à 


en choisissant convenablement Q(u, 6) sur Du, 6), les hypothèses sont les 
suivantes : 


ds?= E du? 4- G dv? Copies re Sgr? py 
ee a, | %X— 0, 
Au 5 ix 
MQ{ @=0, 1% Gi WC, 
0; oO. Ê 


Pour que [D] soit une‘congruence de normales, il faut et il suffit que (9.6) 
par exemple soit vérifiée. Avec les symboles de Christoffel donnés au 
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paragraphe (7a), (9.6) s'écrit 


30 D 1*-0E- .\ ) s G 
(9.38) € ( iB D er ar eG 
ne > VG oe a ) Oa | V G - 2 VG du a |. 


\ 


Pour que [D] soit congruence des polaires des cordes de contact d’une 


congruence de sphères, il faut et il suffit d’après (9.34), D(u‘) étant ici perpen- 
aS 


: 21 OM ; 
diculaire à > que le rayon R(w, ¢) de la sphère E(u, ¢) vérifie 


1 OR x: I 1 OR oe 
RG Late eRe... 


R, et par suite a', ne sont fonctions que de #.(9.38) s'écrit alors 


OQ: (az QG) 01,0 (1. OF aVG (dat 
a3 : ARTE 7 
es 09) 2 E (He mi) + Op (a x) | mee du ( du +t) Red 
1% as: ovG 1 At id = D > 
cas: 7 0. — a‘ ne peut être identiquement nul et (9.39) peut se 


mettre sous la forme 


Hé, LUF OE 
du VG du dv VG Tale rau Ley ea) 


0VG Pie Budi ta EU. 
du 


D | 


Cette équation n’admet de solution que si le premier membre est fonction de u 
seul ce qui, en général, n’est pas réalisé. Il n’y a donc pas, en général, de 


congruences de normales dont le rayon D(u‘) est parallèle au vecteur ui) qui 
soient en outre des congruences de polaires de cordes de contact. Ce type de 
congruences ne fournit donc pas toutes les congruences de normales dont les 
rayons sont dans les plans tangents de S. Par suite : 


Le théorème de Darboux sur les systèmes cycliques ne s'étend pas en général aux 
congruences de normales, mais il existe une classe particulière de congruences de 
normales attachées à S dont le rayon D(u') est dans le plan tangent à S en M(u'), 
admettant une déformée pour laquelle tous les rayons sont dans un même plan 
isotrope. Les congruences de cette classe sont caractérisées par la propriété remar- 
quable d’être des congruences de polaires des cordes de contact associées à une 
congruence de sphères dont S est la déférente. 


Si le premier membre de (9.40) n’est fonction que de u, il existe des 
congruences de polaires de cordes de contact dont le rayon D(u') est parallèle 


Sets 
à (ui). Elles correspondent à 


R=A/f(u)+B (A, B, constantes arbitraires, A 0), 
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d'où 
J(u) Da 


aaa 


f(a} a> aN f(a) (u)’ 
f (uw) étant une fonction de u bien déterminée. Ces congruences dépendent d’une 
constante arbitraire , seulement. Elles ne fournissent done pas toutes les 


ce 
congruences de normales dont le rayon D(w') est parallèle à 7(w’). 


R(u) 
R'(u) 


aVG où 
2° cas: Y“ — 0, c'est-à-dire 


du 
et (9.39) se réduit alors à 
ÿ { x OE 
ie ( Ve) = 
G n’est ici fonction que de ¢. Par un changement de variable n’altérant pas les 
courbes coordonnées, on peut toujours se ramener au cas où G=1. La condi- 
tion ci-dessus donne alors à 


pe a 


ne peut pas étre nul 


E=9(u)9+(u) (9, |, fonctions arbitraires). 
D'où 
(9.41) ds*=[9(u) e+ d(u)] du? + de. 


S est donc applicable sur une sur face réglée à plan directeur isotrope, les courbes 
u= Cte étant les déformées des génératrices rectilignes. 

Les congruences de polaires de corde de contact répondant à la question 
s’obtiennent d'après (9.39) en prenant pour a‘, donc pour R, une fonction 
arbitraire de u(a'+ 0). 

Avec le ds? ci-dessus, (9.38) devient 


dE Oa! 


ov ov 
Bete 0 les congruences de normales dont | Diu Ilèl 
0 ; g es de normales dont le rayon D(u‘) est parallèle 


> ha À 4 el 
à z(u') correspondent aussi à a! fonction arbitraire de w. Elles sont donc toutes 


congruences des polaires des cordes de contact, sauf celle correspondant à a'=o. 


. OE s 4 re 
St TH =; S est développable, a! est une fonction arbitraire de u, ¢. Les 


congruences de normales obtenues ne sont pas toutes congruences de polaires 
de see de contact. 


L'étude ci-dessus fournit donc une propriété caractéristique des sur faces isomé- 
triques aux sur faces réglées non développables à plan directeur isotrope. 


Ce sont les seules surfaces S auxquelles on peut associer un champ de vecteurs 


tangents i(w), non 1sotropes, tel que toutes les congruences de normales dont le 
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rayon )(u') est parallèle à i(uï) dans le plan tangent à S en M (u') et ne passe pas 
Par ce point soient des congruences de polaires de cordes de contact. i( ui) est paral- 


lèle à la tangente en M(u') à la déformée de la génératrice rectiligne passant par 
ce point. 


Remarquons à ce sujet que le ds? (9.41) fournit les cinq types d'éléments 
linéaires (correspondant à des formes particulières de o, Ÿ) pour lesquels le 
problème de la déformation peut être complètement résolu. 


II. — SYSTÈMES CYCLIQUES ARBITRAIREMENT DEFORMABLES. 


1. ConsIpÉRATIONS GÉNÉRALES. — Étant donnée une congruence de cercles C(u') 
attachée à S, nous étudions dans cette partie la possibilité pour cette congruence 
d’être un système cyclique et de conserver cette propriété dans une déformation 
arbitraire. Une telle congruence sera appelée un système cyclique arbitrairement 
déformable. L'étude des congruences de sphères fournit des exemples de tels 
systèmes. 

Darboux a étudié deux cas particuliers de systèmes cycliques arbitrairement 
déformables. Tout d’abord celui où le cercle C(w') est situé dans le plan tangent 
en M(u') à S. Cette étude a conduit au remarquable théorème cité au para- 
_ graphe (II. 9.c). De tels systèmes cycliques qui peuvent se définir à l’aide des 
congruences de sphères admettant S pour déférente et dont la courbure de 
Demoulin est égale à + 1, peuvent être attachés à une surface S quelconque. 

Le deuxième cas étudié par Darboux est celui où C(u') est orthogonal aS 
en M(w'). Il exige que S soit une surface isométrique à une surface de révolution. 

M. Vincensini a généralisé cette étude en déterminant tous les systèmes 
cycliques arbitrairement déformables pour lesquels le cercle C(w') est ortho- 
gonal au plan tangent à S en M(w'). Il existe deux types de solutions pour ce cas. 
Dans le premier, S doit étre isométrique a une surface de révolution. Dans le 
deuxième, S doit avoir un ds? pris parmi une famille à quatre paramètres. 

Mais le probléme général de la recherche de tous les systémes cycliques arbi- 
trairement déformables restait à effectuer. Il se trouve complètement traité dans 
cette partie. Celle-ci commence par l'établissement d’une condition nécessaire 
et suffisante pour qu'une congruence de cercles soit un système cyclique. 
Ensuite le problème de déformation arbitraire est mis en équation, la surface S 
étant rapportée au paramétrage le plus général. Le système d'équations ainsi 
obtenu est résolu en utilisant un paramétrage particulier de S. Enfin est examinée 
pour les systèmes cycliques trouvés, la possibilité de posséder une ou plusieurs 
trajectoires orthogonales décrites par des points attachés à S. 
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2. CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QU'UNE CONGRUENCE DE CERCLES SOIT UN 
SYSTÈME CYCLIQUE. — a. Soit une congruence de cercles [C], le cercle C(w) étant 


> . . 
déterminé par son centre Q(u'), le vecteur unitaire z(u') de son axe et son 


ao : . > : : 
rayon r(u'). Associons à ce cercle les vecteurs ¢,(u') (w=1, 2, 3,t=1, 2) 
constituant une base orthonormée @(w') telle que 
3 
— tl. 


a 
Ch 


Dans ce qui suit, les indices latins prendront les valeurs 1, 2 et les indices 
grecs les valeurs 1, 2, 3. Posons : 


(2.1) dé,—w eg, 
(2.2) - dQ = weg, 


Les of et w vérifient les équations de structure du groupe des déplacements 


(2.3) do§= ok À of, 
(2.4) dui =w' À wf, 
(2.5) © Ÿ w= 0 (en particulier w%— o, sans sommation). 


Le point courant Q(6, w') du cercle C(u') est défini par 
> 
Ô = + rù— Q + r(cos 0 et sin0 &), 
oar a PS: ei 4 » 2 4 
w étant le vecteur unitaire de QQ, 4 l’angle polaire de wa partir de e,. La tan- 
gente en Q au cercle C(w') a la direction du vecteur unitaire +, perpendiculaire 


417 
au. 


Brae > 
— sine, + cos@ e,. 


Les trajectoires orthogonales sont décrites par les points P(w’) =Q[6(u'), ui] 
correspondant aux fonctions 9(u'), solutions de l’équation ci-dessous en 
>> 
remarquant que u. v=o. 


(2.6) ae peace ec Pa ae 
Or en utilisant (2.1), puis (2.5) : 
dû=® db + cos Na? eg + sin Oa? 68, 
dû = 8 (db — 5) + (oi cos 0 + w3 sinQ) ey. 
(2.6) s'écrit alors, puisque i=] Oiece= os 


(2.7) r(d0 — w}) — w! sin? + w? cos = o. 
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Les fonctions 0(u") cherchées sont les solutions de l'équation aux différen- 
tielles totales (2.5). Pour que [C] soit un systéme cyclique il faut et il suffit 
que (2.7) soit complètement intégrable. D’après le théorème de Frobenius, la 
condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que l'équation 
déduite de (2.7) par différentiation extérieure soit vérifiée par toute solution 
en d0, du de (2.5) pour tout système de valeurs de 0, w'. Cette équation s’écrit 


dr À (d9 — 65) — roi À of— ow À w1 sin0 + w A w5 cos) — dO À (w! cos 0 + w°? sin0) = 0, 
aprés avoir utilisé (2.3) et (2.4). En utilisant ensuite (2.5) on obtient 
(2.8) (dr +w! cos + w? sin 6) À (a8 — w!) + (1! sin) — w? cos) À o?-+ rw! A wimo. 


Dans (2.7) les du‘ peuvent être pris arbitrairement, il faut et il suffit que la 
valeur correspondante de d0 vérifie (2.8) identiquement en uw’, 6, du’. On opère 
par l'intermédiaire de la forme (d0 —«;) après multiplication par r des deux 
membres de (2.8). D'où la condition d'intégrabilité 


(dr + ot cos @ + w? sin0) À (ot sin0 — w?cos0) + r (wi sin? —o}cos0) À w+720! À wi— 0.) 
Après développement elle s'écrit 


(dr A o' + ro} À o*) sin? — (dr À oo? + ro; /\ o*) cos 0 + 7? 0} À of — ow! \ o?=0. 


C’est une identité en 0, w', du’ de la forme (Asin0 + B cos0 + C) du! /\ du’. 
-A, B, C n'étant fonctions que des uv‘ doivent être identiquement nuls et cela 
suffit. Il est équivalent d'écrire que les formes ci-dessous sont identiquement 
nulles en w et du’. D'où la condition de complète intégrabilité de (2.7) : 


(2.9) dr À o* + rw% /\ o= 0 (aca 2); 
(2.10) w! A wo?-+ rw} | wi = 0. 


b. Mais il doit être possible de mettre la condition nécessaire et suffisante 
pour que [C] soit un système cyclique sous une forme qui ne fasse intervenir 


OUR ES : 4 one : 
que les données Q(u'), tu’) et r(w’). Transformons la condition ci-dessus en 


remarquant que 
ao HAT 
REE dut, on ah’ 22 du. 
Si 0’ est la matrice antisymétrique telle que 0**—1, (2.9) et (2.10) s’écrivent 
. > £ > is 
or 09 OS | deg De ie 
(2.11) oe] 96 28 (282, | 2,0 (C= OW 


va 54 > mS 
où où _( des + (2: ue 
(2.12) | (22.2,) Co ames on = 0; 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 4. 47 
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(2.12) se transforme à l’aide de la formule qui développe un produit scalaire 
de deux produits vectoriels qui peut s écrire 


(8.00). AN) =o" (GX) (te. W) 


Se > “6 > > > 7e » ; 
En utilisant 6, — 1 et e,/\es—=+e;, la condition nécessaire et suffisante pour 
que la congruence [C] soit un système cyclique s'écrit : 


or 0& . 01 (a8 ~\|,> 
nia | (OE: i be 4 
Ge) : igs out +" oul (a i) er 
Re > > 
aN fe 00 en a es ee 
ri du? du?” Ou’ du?’ veer 
c. Cas où l’image sphérique de la congruence des axes est régulière. — En 


prenant comme surface de départ la surface décrite par Q(w’) et en introduisant 
les notations du paragraphe (I. 4.a), les conditions ci-dessus s’écrivent : 


(2.15) (So le + re) =o, 
(2.16) dét (p';) + 7?=0, 


où 7, est le tenseur antisymétrique associé au ds? de la représentation 
sphérique et à, le symbole de Krünecker. 

On peut, à partir de ces conditions, retrouver certaines propriétés des 
systèmes cycliques. Par exemple (2.14), ou (2.16), montre que 


r= — OF,.OF,, 


F, et F, étant les foyers de la congruence des axes. 


3. MISE EN ÉQUATION GÉNÉRALE DU PROBLÈME. — La congruence [C] sera attachée 
à la surface S par les données suivantes : 


à) % > di 
MQ ie "avec aai+6?—=1,  r(ui). 
alu) | b; R lui) ; 


a. Etude de la condition (2.13). — Si l'on pose 


+ 
Ru or 06 a8 (08 + 
a du! duk Oui \ Our‘ / | 


où 7 est le tenseur antisymétrique associé au ds? de S, (2.13) devient 


(8.1) W//i, 
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En utilisant les formules (I. 2.1), les composantes covariantes de W dans R(u') 
sont les suivantes : 


A;= chk { r| a (Li + CE bnix) 
w rai Brin) [ee afar a+ BO e+ (Bal — ba!) nul}, 
@ (ui) B = tk { r| AUTS: a nik) 


=e r(Bia+ A 1 mh) [aux + at! cy ke Bb) .+ (Ba! — b al) nu] Ms 


—> 
On constate que W a une signification intrinsèque indépendante du para- 
métrage utilisé sur S. 
Les termes du second degré en »;; de A; s’écrivent 
— héninnrB (Ba! — bal) =— less bal) =trB (Ba!— ba)K 
dét(g:;) | 
et ceux de B 
Tanner a" (Bal — ba) =tmira” (Ba! — ba!) K. 


as 
Les composantes de W sont donc du premier degré relativement aux 7;,;. Après 
des changements d’indices muets elles s’écrivent, en posant 


(3.2) i Gi a ay) it Bb; Li= 6 ai — bai. 
A;= TT (rBH,—O6r\ a) nu + roux Lin] 
(3.3) WwW + Tr; (Sik ijn) + rain Ha] + tur BLK, 


B= (r,,a!— ro!H,+ rL'B,;) ng 
= Ne 7 nO) ae 7B) ,Hk) +t yranrL LK. 


La condition (3.1) s'exprime par deux des équations suivantes convena- 
blement choisies. 
(3.4) Aa; 0, 
(3.5) BA;— a, B—=o (i= 8S). 


_ Ces équations sont du premier degré en %;;. 


b. Etude de la condition (2.14). — On peut substituer aux produits mixtes 
de (2.14) les déterminants des composantes covariantes des vecteurs dans la 
base R(u') qui leur sont proportionnels. 

Sig ty ON; Hi 
by+ au; . BY 


Gi Bry % 
Byram; À 
i—1, 2 étant l’indice des deux premières lignes; y=1, 2 celui des deux 


premières colonnes. 
En développant suivant les éléments de la troisième colonne. 


Oy = gt Hk oe; (oj), — Bryn) (Bint &! nm) + B dét(oui; — Bris), 


n= 


, 2 


Oo 


or 
one 
dét (ai; Brij) = TT (aie — Brin) (%\«— Brnjx) 


= dét(o;) + 6? dét(n;) — Bg!’ tai ze. 
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Les termes du second degré en »;; dans ©, sont 
— gui jin Bara! + B* dét(m;) = B(arai+ B*) dét(ny;)= Bek. 


idee ; iron ty 
D'où, en faisant des changements d’indices et en introduisant l’invariant = 


Bq | & 


= [cB (Bots x— fe) + Tam doux] ny 
== TU chk aa; |: 8 koe À dét (aris) is BK. 
6 
En utilisant la relation 7'/7;,,= g’, on peut écrire 


(3.6) =the An jn + rico; By ke À dét(ary)) + BK, 
x 5 


Bq | 


avec 


An= B(Baie — Be) + Tip TP Em EP Or) pe 


Si l'on tient compte de la relation «a;-+ 8?—=1 et de a'a,,+63,,=0 qui 
s’en déduit et si l’on explicite les indices. on obtient 


(3.7) An aix 
Un calcul analogue s’opére pour 6,. Les termes du second degré en r;; sont 
— gticlky anh aja’ + Bb dét(n:;) = b(aa'+ Bb) gK. 
Comme pour 6,, 


aux ; 7 
(3.8) = de ét Bann + TMK oi (Sn + An) Dix + 


Lo; 


+ Bqé(gy+ 1j) + b(aa'+ Bb) K, 
o 
avec 
Bu b[B (Sie ax) — dx] + Tip TY” em AP (gi + ay) x). 


Si l’on pose 


> — 

(3.9) U=a@,a'+ Bb=i QM, 
(3.10) 2V = a+ b?— MS, 
et si l’on explicite les indices on obtient 
(3.11) Ba=(@x+ Sux) U — a(Vix+ ax). 
De plus, | 

TH MK 2 nb) p= — ay; 
et 


J 4 : .)\ — Cr i mh fe 
g CEE My) SA 2 det (ays) + Ugg a= I+ = dE (a9) + ay 
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L’ équation (2.14) s'écrit r°à, +2, — 0, c'est-à-dire, après des modifications 
d'indices, 


(3.9) tok C;nu+ TE (ayy d) p+? On 7 Bie) & 

=a 6 + à dét(æs) + 246424) | + Bali; ab; + (bU + Br?) K=0, 
avec 
(3.10) CGj= «(Vi ;+ a;) — (au; + 77) U — ayyr*. 


. Systèmes cycliques arbitrairement déformables. — La condition nécessaire 
et suffisante pour que [C] soit un système cyclique est donnée par trois 
équations : deux parmi (3.4) et (3.5) 7=1, 2 et l'équation (3.9). Dans ces 
équations les r;; n’interviennent qu'au premier degré. 

Pour que [C], supposée attachée à S, conserve cette propriété dans une 
déformation arbitraire, il faut et il suffit que les coefficients de 111, ao, oo et 
le terme indépendant des n;; dans ces équations soient identiquement nuls 
relativement aux w. 


CHOIX D'UN PARAMETRAGE PARTICULIER. — @. Nous rapportons la surface S 
aux paramètres u'— u, u°— + tels que le réseau des courbes coordonnées soit 
orthogonal, la tangente en M(u, ¢) à la courbe u=Cte étant parallèle à la 


> : 
projection orthogonale de ¢(u, ¢) sur le plan tangent à S en M(u, v). Ce para- 
métrage est invariablement lié au paramétrage initial car z(u') est attaché à S. 
Dans ce cas, 


(4.1) gu E, Pire 254 =O, £2 G, Gly Bes op ese tet 


La condition (2.13) se traduit par 
(4.2) Ai— 0; 
(4.3) ; BA; — 4B—0. 


En écrivant que les coefficients des polynomes du premier degré en 11, 429; 
> des premiers membres de (4.2), (4.3), (3.9) sont nuls, on obtient les 
douze équations dont dépend la recherche des systèmes DAS arbitrai- 
rement déformables. 


D’après (4.2), 


be br — r (6H: + 4 j2L4) = 0; 
5 Pees Lt OF 
eo) 3° r(BHi+ mil œil) — br: 0; 


4° BMfrnmirt rain Ha] — Er: — EGrBL?K =o 


(02% antisymétrique, 4'*=1 ). 
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D’aprés (4.3), 
r (a 8)2— Bas») L'+r,0,a'=0, 
(Bos j1— 2 By1) L?+ r( aa? + B?) Hy — ry (ad? + Bb) =O, 
7 (Bo2\1— % 81) Li — r (Base — a Bj 2) L?— r (aa? + 6?) H+ r)2(%2.@?+ Bb) — rata 0, 
OT 71, (Bae, ~— br) + 7 (Bo2),— %2 31) Ha] + ra GB + rEG(as a? + By) k=. 


Les relations aa; + 6?=1, a'a,,,+68,,—=0 avec a; —a'— 0 entrainent en 
particulier, 


a (Ba%);— doi) =— Bis, B(Basi— dois) = Gays (ê—1, 2). 


Ceci permet de simplifier les quatre équations ci-dessus qui peuvent s écrire 


A (rie &o — G97") w=; 
(5) 20 TÜ:i— Uri —ræpa =; 
3 30 risU STU = rag (784 9 rh +rasfi)ai=0; 
| | | | | 


4° OK [rn (8 Go) x — ay by x) + r(Bazr— a» Bn) Hy] + r1 GB cr rEGL'K = oO. 


D’après (3.9), pour que les coefficients de 711, is, 2° Soient nuls, il faut et 
il suffit que C’*=<'"</*C;; soit antisymétrique, donc que C;; le soit. D'où les 
équations 


1° (Mj, +E)U+7%a,,,;,=0 
2° (jo + G) U — a2 (Vie+ a) + 7? a), 0 (Ci; antisymétrique) ; 
(4.6) 3° (@jo+ A241) U — (Vi + Gi) +7? (e129 + Ms) SO 
4° OM (ay RB n+ ra kPa) ds + B[EG + dét(æ;) + r°? dét(oœ;)] 
+ EG(Bal,;— &b,,) + (bU + Br?) EGK — 0. 


b. Introduction de repères locaux orthonormés. — Nous attachons au 
repère R(u') les deux repères orthonormés suivants : 

"1 ne 

1 OM 1 OM 

VE ou" VG à 

thèses générales, faites dans l’introduction, ce trièdre orienté est direct. 


Mayz dont les vecteurs unitaires sont , n. D’après les hypo- 


ME7¢ tel qu’on ait : 


— — 
— ME confondu avec Ma; 
— > 
— Me admettant : comme vecteur unitaire; 


—> 
— My» tel que le trièdre orienté MEv{ soit direct. 


—> —> —> ‘ : 
Nous posons 0 = (Mz, Mz) autour de Ma et nous introduisons les compo- 
santes suivantes 
0, 0, À, A, 
+ ee 
0, — sin 9, M& ( u, g, 


14 cos 0 ; v3 0), 
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avec les relations 


(4.7) = s cos + w sind, vy=—asin§ + w cos, 


(4.8) o =p. cos) — ysin§, @® = p.sin9 + y cos. 


Les éléments choisis pour déterminer les congruences des cercles [C] qui. 
entreront dans les équations définitives sont : 
Cth ery 7 
Les inconnues du probléme sont donc au nombre de sept : les cing éléments 
ci-dessus et E, G. Il y a douze équations, mais les exemples de solutions cités 
dans la partie I montrent que le système admet des solutions. 


c. Calculs des éléments intervenant dans les équations. 


OUEN. 
Grâce à leur interprétation géométrique (3.9) et (3.10), ils se calculent 


simplement dans ME À 
= Ÿ, 


Ve = (+ pee vi 
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21 
I I 
L!= —~Acos8, La 
VE Ve 
Je je 
En utilisant les symboles de Christoffel de première espèce relatifs au ds? de S, 
1 dE 1 OE ir eG 
Rois [12,1] =[21,1J= > PAIE = aoe 
| 1 VE RAI Our 1 0G 
[11,2] => So [12,2] = [21,2] = > [a35a).— one 
on trouve 
LU thorns 00 
Mi — is VG Ov. sin 9, ai — WG cos), 
de ( 
CE OVE sind, a2j2=—VG eos ©, 
stables lak CD eee a 
dét(œ;) = sin 9 cos 9 (5 os 
4. Hi. | 
On peut le déduire des résultats ci-dessus en remarquant que 
= œ+Uii— dar; — bB;;. 
Un calcul simple donne 
I Beis 09 av 
ees LE 6 ars 
liek VG re À sin0 + bie + aa) 
~~ 1 0VG 90 Fe 
H, = — VE Ja À Sd + pu + — VGsin0. 
Ds Gn, 
A l’aide des symboles de Christoffel de première espèce, 
| Ok 10E 1 __ mA 10G 1 
aq ARS Op ana du Ee 


9% 2 Ou VE ” 
D À 
mn D (at) at BC a 


D(4,v) "2 0u\" du 7 Ou 2 Ov \ dv de 
RAD | 
sad oe 1 ae aVG ‘CA CA AS: AVE 
VEG | du VE du de VG de. 
PME ed Oe AT 
D(r, À 1 1j 0G er do dr 
OR EUR ee POS CF pect RSS 
RARES pu vy) 3 rate du * Op aa 
8. OM Hy. 
at SO Tu (90 90 , JE MY | 0G ov | OE OT 1g JE 
rice 2VG Le du du de de Pais du -Op.a eas D 
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9. HT, (Ba Dix) |. 
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Oc OG) OVE 
: on 00 OVE 
Bai — a VE (cos 0 DE + si + sin ma) = aS “cost = yG (SE — au) = ie À cos 4, 
de méme, : 


D0) 1 t OG 
Co = ob == G D ¢ 
Base — a b)5= VG (CE 5) F= VE da 


Oak Lp PACE PE a) D(r, 9) I 0G Or dE Or 
[7\n(B a2) 4— ab) x) = GE Di oe a VE (ox ou + A> gs ) A cost 


10. O™ 1 (Bo) ,— % B),) Hi]. 
= OÙ 
Bar — 2 Br = — VG= Er: 


. = D(», 9) 1 /0G 00  9G 00 
DR (Bao ,— air) Hi VG ( 
(Bars Pin) Hi D(u, +) aVE Ou du Op a 


À cos 0, 


Asin) + Gsin0 CAE 
du 


LE Oa, Dip: 


nD, Ay Mob dos 0 de 
OAK GH == ——— 
pave D(u, ¢) 1/0 de Ou de i 


12, OM a à. 


BB ru — 


: sin?) as 2 Cee 
ANE du du de ov) 
13. Bal, — a°b.. 

fè 


3 I 

ee 9 F fa 

Bal; — a bi, — E CE G (D @2;2— &2 Die), 
; 5 a 


d’après 9, 
Boies ere te BRON 1 fu , 90 LEA 0G. 0. 
Te Non. ae er Je JT VG\er" dey 2VE Cned. 


14. D’après 5 et 11 et en tenant compte de (4.7) et (4.8), on obtient pour 


l'expression ci-dessous, tirée de (4.6.4) la forme suivante avec les inconnues 
définitives 


Oak a, 14 0 à Le + B dét (4; ;) 


_ mal Daw) DO) 
= VE | 5 p) “ie 5 | 


I OG /. OK Op. OE /. où Op. 
Pais DO ce + 8G) rr ose nse) | 


Ph mes 0G 00 dE 0 + Lane (SEO JE 00 
=. tie eae wr Sn ag an a 2 *\ Ou du" O° dv 


za = sin Oy (Se a gk se). " 


du Ou : de Ov 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fase. 4. 48 
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5. Équarions pu prosLime. — a. En utilisant les expressions ci-dessus et en 
achevant l’introduction des inconnues définitives 9, A, uv, v, 7, E, G dans les 
équations (4.4), (4.5) et (4.6), on obtient le système suivant de douze équations 


(5.1) cos 0 Ge — +) + pH (rot — sin x) — rVG sin0 cos) — 0, 


de Ov Ov 
(5.2) oe usin =o, 
À à ( 
(5.3) cos (ro v5) + (7 cos 7 — sing S )- = À ru sind =o 
(5.4) EG | DD ++ sin? gr 2VE NES = 
D(u, ») 
—rsin@ ed r} se Nue 
du du ov ae) oa mut dv ov 
— (10050 — » sind) ($= chee ee sun 
: 00 Or 
5. (PSE Le = 
(5.5) Cr cos == sind Sr )A=o, 
(5.6) ee 2 : ae rÀsm6 = 0, 
u À VO "a 
(5.7) ati ME : a ee sind ) 
HER De }—VEGr sind =o, 
DIRE yOu; 0) D(», 0) 
5.8 —— 
Ce) Div) "D(a, v) =D (tz, v) 
1 AVG 00 
of = À G — — 
(Se di +8) (cosa La rsind ge) 
OVE 
+ eae (cos PE + rsino ) + EGri cos0K = 0, 
OVE... na x 
(5.9) te [sin 9 (72+ v?) — py eos] GT +VE)v=e, 
(5.10). (sinO + y 080) (VG cos + DE — , D 
d dv 
I ye - , 00 | Oh 
(Si se v— r'cosû = + sin =o, 
A 9 Op. d 
(5.11) VG(y sind + v c080) (SE — ie ve (PE vt Ore eer 


=~ 00 er. = Oh AVE 
= ds: 
AVG cos 5 VG sin02 ( 5 a(n ve n)»=0, 
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eh re Nd fee en (0G 00, OB a0 
( ) à Lt v?) sin pv cos 0] ne a + 


7 


ay Pe OG Op dE O D(A, pv) D(A, 0 
eee SS 0 sé IBC ? ibe ( ? ) 
De NE (5e Ou ov | EVER Ena p « D(u, +) 


I OG /. 0} Ou\  dE/.0À Op. 
EC ( 
vo. | du 0 A a) ” Op A av 9e )| 


+ EVG (SE PE cos) EG 


EN Ov 
+ [(7?+ v?) cos 0 + pv sin 0] EGK = o. 


= Or = JE 
+VEG cos0| 2 VGA) + NE (ue cosD — » sind) | 


b. La considération de (5.2) et (5.5) permet de diviser l’étude en les cing 
cas suivants : 
feu G30, 


On peut toujours ramener a cette forme la condition sin? =o en orientant 
VIA BR ; : 
convenablement le vecteur unitaire ¢ de l’axe du cercle C(u, ¢) 


ey 
le) SU 0, 


f(u) étant une fonction arbitraire non identiquement nulle. Nous écarterons 
aussi le cas où sin 0 est identiquement nul car r serait identiquement nul, ce 
qui ne présente pas d'intérêt dans le domaine réel. 


LV 
3 : AE 
OE 
he: jes 
rasf(uysini 


(mémes remarques que pour le 2); 


a, 
Die OV ake 
A=o. 


Dans chacune de ces hypothéses (5.2) et (5.5) sont vérifiées. On peut 
d’ailleurs dans les cas 3 et 5 supposer que sin 0 n’est pas identiquement nul 
puisque cette éventualité fait l’objet du cas 1. 


6: Érups pu cas 1. — C’est le cas où le plan du cercle Cw, +) est parallèle au 
plan tangent à S en M(u, ¢) au sens large. 
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a. Quand 6 =o les équations (5.1), (5.3), (5.9), (5-10) et (5.11) s'écrivent 
respectivement : 


Ov Bo Lani ted 
(6.1) Op: eee 
Ov RARES 
(6.2) TER Ti ñ 
. [OVE rs (OX = 
(6.3) | Fe p+ va (2 + VE) | =o, 
(om | »(vie-+ 3 ST eT ies 
aVG zôdu dVE MOA PS 
pare 1 du BE NAS de SPA ie 


(5.6) et (5.7) sont respectivement identiques à (6.2) et (6.1). 
Deux cas se présentent d’après ces cinq équations : 
1 Lay ants pour lequel elles sont toutes vérifiées ; 
1,: vo. ; 
b. Etude du cas 1,. — C’est le cas des systèmes cycliques de Ribaucour. 0 — 0, 


v = 0 entraînent en effet que C(u, #) est situé dans le plan tangentaS en M(u, ¢). 


1° S west pas développable. — Le problème se ramène alors à la résolution de 
la deuxième équation de l’applicabilité 


(6.6) A»20 — A,o + K(Ao — 20) +1=0, 

d’après un résultat connu qui se rattache au théorème de Darboux, 
[paragraphe (1.6)]. A toute solution de (6.6) on associe la congruence des 
sphères X(u'), centrées en M(u') et dont les rayons R(u') vérifient R°— 29. Le 
cercle C(u') du système cyclique correspondant est orthogonal à X(u') et admet 


pour axe la corde des contacts; c’est le cercle Ty(u') avec les notations de la 
partie I. 


Ce résultat peut se déduire des équations en paramétrage le plus général. On 
a alors a; = 0o(i=1,2), 8=1, b=o. La condition (3.1) se réduit ici à 
A=0, | 
c'est-à-dire d’après (3.3), 
(6.5) Thkr (Bu + Aik) =TuraiK (Er, oF 


(3.9) s écrit 


(6.8) = dét(gi;+ dy) =— °K. 
5 
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On-résout (6.7) par rapport aux r,,, en opérant la multiplication contractée 
par le tenseur <#(g;+a,,) dont la matrice est réguliére d’aprés (6.8) 
car K Ao. (6.7) est équivalent a 


et 4 tad Wy 
eC ie Hi 7) I= — PKal (gy+ Gi) 


et en tenant compte de (6.8), 
(6.9) U= Tri W at 
Si l’on pose 
(6.10) a aj— = 29, 
(6.9) et (6.10) équivalent a 
(6.11) U=—Pji, r= Ap—ap. 
En substituant dans (6.8), on obtient la deuxième équation de l’applicabi- 
lité. (6.10) et (6.11) fournissent immédiatement l'interprétation géométrique. 


2° S est développable. — 7 (ui) étant perpendiculaire au plan tangent en M(w'), 
tout réseau orthogonal de courbes coordonnées satisfait aux conditions du para- 
graphe 4 qui conduisent aux équations du paragraphe 5. Nous pouvons utiliser 
ces équations, S étant rapportée au ds? cartésien du plan, 


ds’ = du? + dy?,. 


Le système se réduit aux équations suivantes tirées de (5.4), (5.8), (5.12), 
où K est nul. 


D(A + u, DER 
Din; ee 
D(p+e, eu 
D'(use) Re 
DA+u e+e) _ 
D(u, ¢) ae 


D'où la solution générale 
(6.12) A+u=f[e(u,9)]), pwre=sle(%)), r=Alo(u, e)], 


fy g, h fonctions arbitraires d’une variable, © fonction arbitraire de deux 


variables. 

Le système cyclique correspondant, attaché au plan S’ rapporté aux axes 
orthonormés Ow, se réduit à une famille de cercles à un paramètre. Les coor- 
données du centre et le rayon étant donnés par : 


A+u=/f(t), u+r=g(t), r='h(t) avec t—9(u, ?). 


Par déformation arbitraire, on obtient des systémes cycliques dont les centres 
des cercles décrivent en général une surface moulure. Ils sont engendrés par une 
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famille plane à un paramètre de cercles lorsque son plan, supposé réalisé matériel- 
lement, roule sans glisser sur la développable S, les cercles lui étant invariablement 
liés. 

3° Systèmes cycliques de rayon constant. — Dans le cas où S n’est pas dévelop- 
pable (K 0), il est bien connu que le rayon ne peut être constant que si le 
centre de C(w') est en M(w') [d’après (6.7)] et si S est une surface à courbure 
totale constante (négative dans le domaine réel). 


K = — = d'après (6.8). 


Dans le cas où S est développable il existe une infinité de systèmes cycliques 
de rayon constant répondant à la question. Il suffit de prendre une fonction h 
constante. Le cercle C(u‘) n’est pas en général centré en M(w‘). 


b. Étude du cas 1. 
d=, v= 0, 


1° C’est le cas où le plan du cercle C(u, ¢) est parallèle au plan tangent 
en M(u, e) aS. Les équations (6.1), (6.2) donnent 
(6.13) Var (a, constante non nulle). 

D’après la remarque du début du paragraphe (6.b.2°) on peut imposer une 
condition’ supplémentaire au réseau orthogonal des lignes coordonnées. Par 


exemple, on peut supposer que la tangente en M(u, 6) à la courbe (u — Cte) 
coupe l’axe du cercle C(u, 6). Dans ce cas, 


(6.14) À — 0. 
(6.3), (6.4), (6.5) s’écrivent alors 


(6.15) VE, + VEG— 0, 
: 0 
6.16 Gah ae re 
(6.16) CS =F 
dVG = 0 
6. Syn Ce = 
(6.17) i VG 5" =o. 


En tenant compte de ces équations, les trois derniéres équations non encore 
transformées du système 5 : (5.4), (5.8), (5.12) s’écrivent : 


0G or 
6.18 ast ae PY — 
(6.18) (5, jy + 2BGrK) =o, 
6. ane 
FAO d ou”? 
(6.20) poe a + 2(7°+ v?) EGK =o, 


Ou Ou 
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(6.19) conduit à deux possibilités. Il en est de même pour (6.18), mais 
d’après (6.16) y. ne peut être identiquement nul. D'où les deux cas 


115 = = 
euro? 
or 
155 . de == 0: 
2° Étude du cas 1,4 (u. est fonction de » seul). — (6.17) montre que G est 


fonction de v seul. Par un changement de variables n’altérant pas le réseau des 
courbes coordonnées (VG de = dV), on peut se ramener au cas où 


(6.21) Gat. 
(6.16) et l'hypothèse de 1, ., donnent 
(6.22) = —#. 


On peut toujours, sans modifier les conditions précédentes, se ramener au 
cas où la constante d'intégration est nulle. (6.15) s’écrit alors 


RNCS 

VE —+ 7 es 
d'où 

= (4)e 


Par un changement de variables on peut, sans modifier les conditions précé- 
dente, | f(u) du = dU], se ramener à 


(6.23) E =». 


S admet alors le ds? du plan rapporté à des coordonnées polaires, c’est une 
développable et K =o. On vérifie que (6.18) et (6.20) sont satisfaites quelle 
que soit la fonction r(u, +). 


D'où la solution générale du cas 1,., : 
ds? = v? du? + dv?, 
2.0, A= 0, p.=— #, VS ar 


(r, fonction arbitraire de w, #; a, constante arbitraire). 


On constate que la solution ci-dessus convient, même si a est nulle. Elle 
coincide alors avec une solution 1,. | 

Toute développable admet une infinité de solutions du type 1,,. En effet, 
elle admet une infinité de paramétrages conduisant au ds° utilisé et pour chacun 
d’eux r(u, ¢) et a sont arbitraires. 


Interprétation géométrique. — Étudions le système cyclique correspondant à 
une solution de 1, , et attaché au plan S’ rapporté à un système de coordonnées 
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polaires de pole O; (u, angle polaire, v, rayon vecteur). Son ds? est en effet 
celui de la solution trouvée. 

À =o, u——+ montrent que tous les cercles du système cyclique [| C’] ont le 
même axe qui est la perpendiculaire en O au plan S': OÙ. 

y— ar montre que tous les cercles C/ sont sur un cône de révolution fixe de 
sommet O, d’axe O ou exceptionnellement dans le plan S’ si a=o. 


9 


Fig. 3: 


Le système cyclique [ C’ | coincide avec une famille de cercles à un paramètre. 
Au point M'(u, ¢), on peut associer arbitrairement un parallèle du cône de 
révolution sous réserve des conditions de continuité et de dérivabilité. 

Par déformation arbitraire de [ C’] on obtient la solution générale de 1, , pour 
laquelle les cercles ne constituent pas en général une famille à un paramètre. 


3° Etude du cas À, (r fonction de u seul). — (6.17) donne 
(6.24) | p=S() VG. 


(6.16) montre que /(¢) ne peut être identiquement nulle et devient 


(6.25) + f'(0)] VE+ (0) WE Ho. 


Cette équation montre que G est de la forme G = ®(u) V(¢). Par un change- 
ment de variable (W(¢) dv? = dV") n’altérant pas le réseau des courbes coor- 
données on peut toujours se ramener au cas où G est fonction de w seul. 
(6.25) exige alors 

L S'(*)=—1, donc f(v)=—»?, 

d’ou 
(6.26) p=—e VG(u). 


L'élimination de K entre les équations (6.18), (6.20) qui, en tenant compte 
de (6.13) et du fait que y. n’est pas nul et que r est fonction de wseul dans 4, ., 
s’écrivent 

LE oo + 2EGrK = 0, 


d@ 
bat i + 2EG(1+ a’)r?K=o0, 
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conduit à 
dG 0e ar ly 
du ; du Ge) 7a |=? 
Soit d’après (6.26), 
dGf, d& _, ne a LR 
We ny 2(1+ &)7 7 |= 


Cette identité en w, ¢ ne peut être satisfaite, G et r étant fonctions de u seul que 


. dG , | 
S1 7, — 0. Dans ce cas, p. n’est fonction que de ¢. 


Le problème se ramène done au cas 1, ,. 


7. Evupe pu cas 2. 
(7.1) eet Oy r= f(u) sind. 


a. Les équations (1.1) et (1.3) deviennent 


C742) cos 0( 52 — 9" — rsin0 VG) = 0 
RON or 
Guo) cos0( roe — 5) =e. 


Ce qui conduit à deux cas : 


(7.4) 2c¢ B= = (le cas cos) = o peut toujours s’y ramener), 
| dv or 
(42%) . Ne Ta: OR 
2% Ov or à = 
: ee, ne SP ae at 
(7.6) PR tes sin? VG = 0. 


b. Étude du cas 2,. — Ce cas est celui où l’axe du cercle C(u, v) est situé dans 


le plan tangent en M(u, ¢) à s(0 = =, ie 0). 
Les équations (5.1), (5.2), (5.3), (5.5), (5.8), (5-12) sont vérifiées. 


L’équation (5.10) s'écrit ) 
| 7 de 0VG Lo Vw 
2( sas »-+ VER) =o, 


Elle conduit à deux cas. 


ns? phe. 


A=0. 


Ce cas est contenu dans le cas plus général 3 qui, sera étudié complétement 


plus loin. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fasc. 4. 49 
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2° Cas 2, ... — Il correspond a 
(7.7) NT, + VES exo 

En tenant compte de cette équation, (5.9) et (5.11) deviennent 
(7.8) NE. y( OVE — VGA VE) =o, 
(7.9) VG pe (AE — yer — yEG) =o, 


Ces équations constituent un système linéaire homogène en r° et 


ae y— V0 fee — EG. Le cas r — o étant écarté, le déterminant de ce système 


doit être de D où la condition 


OV Gini Tee 
(7.10) mec wire © =o. 


Le système (7.8), (7.9) peut donc être ei par le systéme (7.9), (7.10) 
puisqu'on peut toujours supposer dans le cas 2,, que À n’est pas identiquement 
nul. 

En tenant compte de (7.10), les équations (7.7) et (5.6) s’écrivent 


(7,01) VE — > À= 0; 


(1:13) r— —V— — — 


qui donnent par intégration, en remarquant que dans le cas 2,, r n’est fonction 


que de uw. 
(7.13) A= h(u) VE, 
(7.14) y=k(v)r(u) VG, 


h, k étant des fonctions, jusqu'ici arbitraires, d’une variable. On peut supposer 
ici que A(z) n’est pas identiquement nulle. 


Remarque sur h(u) et k(v). — Si l'on opère un changement de variables de 
la forme u = u(U), e— V, le réseau de courbes coordonnées ne change pas. 


> > 
M ,0M 
Seuls les sens de = ae ju sont différents si i au est négatif. Par suite, si J¢(U), 


& sont les oer, jouant avec le au caine U, V, les roles de h(u) et E, on 
peut écrire 


L n'au = =" du 
VE y = VE fem 1, du signe de a) 


h(u) VE =  ae(U) VE, 
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LES ae rs , , . d 2 » 2% 
car À est invariant ou changé en son opposé suivant que aU est positif ou 
négatif. Il résulte de ces relations 


On peut donc déterminer un changement de variables de ce type de manière 
que 4 soit une fonction non nulle arbitrairement donnée. 

Cette remarque nous permettra de particulariser par la suite la fonction h(w) 
de manière à simplifier le problème sans restreindre sa généralité. 

On peut faire la même étude pour Æ(+) lorsque cette fonction n’est pas iden- 
tiquement nulle avec des changements de variables du type u = U, 6 —+(V). 
En effet 


dy 
est invariant ou changé en son opposé suivant que ay 


_ En utilisant les expressions (7.13) et (7.14) pour À et y l’équation (5.7) 
s écrit 


est positif ou négatif. 


0G , OG 
(7.15) ee ip 


=— 2(hr'+r—Kr*)G. 


De même |’équation (7.10) prend la forme 


: OE 0G 
(7.16) he + kr wt 0. 


L’équation (5.4), qui peut s’écrire 
ave, al ee oo OR 
: (VE + + AS ov’ du du | Ov Ov 
en tenant compte de (7.7), (7.16), (7.13) et (7.14), devient 
rer 0G 0G 


ee ie en 
hi PR LE +o(hr+r #16 |= 0. 
On constate que cette équation est une conséquence de (7.15). De même 
l'équation (7.9) se transforme en 


.dE OU) 4 06 
CE) hi =— ah(h +b — À leas G Ou’ 


7? 


D’après la remarque faite sur A(w) nous pouvons toujours supposer le para- 
métrage tel que 
(7.18) h—=—u, 


de manière à rendre nul le coefficient de E dans (7.17). 
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En divisant les deux membres de (7.15), (7.16), (7.17) par u?, u, u° res- 
pectivement et en posant 


(7.19) ‘= 


la résolution du cas 2, , se raménea(7.1), (7.4), (7.13), (7. 14), alarésolution 
de l’équation aux dérivées partielles du premier ordre, linéaire en G 


(7.20) s(u) = +ks?(u) ei =— 2[s'(u) + A'(¢) 8*(u)]G, 


et à la résolution de l’équation aux différentielles totales en E équivalente a 


OE jig OG 1 0G, 


(731) an = a ose: Coa G ae ; 
OE . 0G 
(7.22) 7 FAGS LU ie 


La résolution de l’équation (7.20) conduit à deux cas suivant que & est 
différent de zéro ou identiquement nul. 


Cas 2, 5 ,k(v)4o. Le système caractéristique associé à (7.20) 


du __ dv —dG 


sks? 2(s+#s)G 
admet les combinaisons intégrables : 
— s(u) du + ES 0, ) 
dG 


/ “4 
5 2k 
—— — 3 — Wu — dv. 
Ss 


G k 
D'où la solution générale 


_ O[U(u) + V(¢e)] 
eke ? 


(7.23) G 


®(X) étant une fonction arbitraire d’une variable, VL, Ÿ étant telles que 


I 


(7.24) W'(u) =— s(u), (es hoe 
D'après (7.23), (7.22) s’écrit 
ORNE TER Cee 
D CRT RU 


Par intégration relativement à +, en remarquant que ; = £ (U+H TV) 
. . . . Li ge ; 
W(X) désignant une primitive de ®(X);: | 


(7.25) E=—W'— —W + du). 
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En écrivant que E vérifie (7.21), on obtient la relation 


7. d /s' (x) Mode 
(7.26) Ae :)¥ (X) + 5 W(X) + 255 — l'— 0. 


Cette équation peut être étudiée en prenant comme variables u et 


re + de ox 
= U(u)+ Vv). Ces variables sont indépendantes car >= i 70. Pour 
chaque valeur de w, (7.26) fournit une relation linéaire à coefficients constants 


entre les fonctions W(X) et ma L'infinité d’équations correspondant aux 


diverses valeurs de wu doit constituer un système linéaire compatible. 


St le rang de ce système est deux, il y a une solution unique. W(X) est alors 
une constante. Ce cas doit être écarté car il entraîne G=o. 


Si le rang de ce système est un, quel que soit u, les coefficients des équations 
doivent être proportionnels à trois nombres fixes et cela suffit. s*(w) n’étant pas 
identiquement nul (7.26) équivaut alors a 


3 ds" F 

(7.27) rae ee 

(7.28) ass'— '=— Bs (A, B, constantes arbitraires), 
(7.29) wr— o APY’ BU". 


Le rang du système ne peut être nul puisque s*(w) n’est pas identiquement nul. 


A520; 

W n’intervenant que comme primitive de ® peut être remplacé par toute 
fonction qui en diffère d’une constante. Cela revient d’après (7.25) à modifier 
la fonction /(u). En écrivant (7.29) sous la forme 


Y'— Y'(2AYŸ +B). 


; Bas, T à 
On voit en ete que s si l’on pose W + À =W,I+ x 2 =4 onse ramène 


au méme probléme avec B=o. Nous pouvons donc nous Due au cas où B = 0. 


Après une intégration, (7.29) donne 
Ww’ — AU? + C (C, constante arbitraire), 
soit 
(7.30) ‘i ee c=X. 


X étant destiné à être remplacé par 


U(u) + V(e) = { —s(w) du +{ a 
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qui n’est défini qu'à une constante additive près, il suffit de calculer une primi- 
tive particulière du premier membre de (7.30). Trois cas sont à distinguer : 


C So: w(x) =4/Xte(VACX): 


3° C=o: W(X)=— 


(7.28) s’intégre et donne (B étant nul) 


(1244) l=s+D (D, constante arbitraire). 


L’équation (7.27) permet de déterminer s(). Pour cela nous posons 


L’équation devient 


En multipliant les membres par ¢’, non identiquement nul, et en intégrant on 
obtient aprés transformation 
tt’ 
VHe—A 
D'où à nouveau deux cas 


H?(u—u,)?+A A 
| 12 Heroes Puis Jae Uses: (to, Constante arbitraire) ; 


(7.33) a) 
| » H=S0 Bu) = ~V—A(u—w) (Er), 


D'après la remarque faite sur Æ(+) on peut toujours supposer cette fonction 
égale à 1 et par suite 
X=U(u)+V(e) =e — f s(u) du. 
Il suffit de se limiter à une primitive particulière moyennant un changement de 
variable de la forme 6 = V + Cte qui ne change rien par ailleurs. 
- Dot la solution générale de ce cas 2, . ., l'A ).: 
W(X) déterminé par une des équations (7.31), 


t(u) » » » (Ton), 
Gas Pu) WX), 


Eat (u) W(X) — W(X) 4 Tey D: 
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avec 


du Ne Dr ses 
Xp (en (une primitive particuliére), 


A=—uyE, i, wae u EX) (é==-e1, du signe de x), 


Dans cette solution figurent les cing constantes A, C, D, H, uw). En fait, on 
remarque qu'un changement de variable de la forme u— aU, 6 — V respecte 
l'hypothèse faite sur h(u)| A(u)=—u], « étant une constante. Ceci ramène à 
quatre le nombre de paramètres dont dépend la solution dans ce cas. Si de plus 
on néglige une homothétie le nombre de paramètres se réduit à trois. 

A0, b= 0. 

(7.29) donne par intégration, une constante additive pouvant être négligée, 
pour W 

Y'—BwY (B, constante arbitraire), 
d’où 
YW ee x fase), 
puisqu’une constante additive peut aussi être négligée pour X. 
L’équation (7.27) conduit a 


I 


es u,, H, constantes arbitraires 
H(u — uo) (to, EE, }» 


et (7.28) 


’ I B I 


7 Hu) 2H uw). 


D (D, constante arbitraire). 


D'où la solution générale du cas 2, , ,(A=0, BA0): 
G= Hum) eB et, 


£ 
© 


À — g a BX 5 
E=<(2H DIE are eee. 


[+ (et), 
avec 
ra 


XSe- 


Log | u —-uo 


BX 
A=— uVE, ho, ve=cuVeBe? 
[e'= + 1 du signe de H(w — up) done de u(r > o)|, 


(42 


pi Sr 
Fra) DH aa) 


Remarque. — Si B=—2H:E — D constante, G = 2eEH° e"", fonction de ¢ 
seul, S est développable. 
A—B—=0. 
(7.29) donne, en négligeant une constante additive 
y= GX [C, constante arbitraire (W" doit être > 0, car G> 0), 
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(7.27) et (7.28) conduisent à 


I 


Se uy, H, constantes arbitraires 
H(u — uw) aa )s 


I . . 
(= > + D (D, constante arbitraire). 
H?(u — uy)? 


D'où la solution générale du cas 2, , ,4(A = B = oO): 
G= H?(u — w)?C?, 


I 
i = (oHX —1)C?+ ——— + D, 
B= QHX—i)C+ ie + 


avec 


I 
X=» — F Log|u— wo 


Au VE; p= 0; y= Gu [C du signe de H(u — w)|, 


5 


u 


T 
dors 7 Had) 


Remarque. — Moyennant l'addition d’une constante à ¢ on peut mettre E sous 
la forme 


BB ah a) 2 IM Nese à © = | et 
E=2CH L 7 Los it — “| |+ H? (ua — uo)? 


Cas 24.5.0, k(v) =o. 
Dans ce cas (7.20), (7.21), (7. as s écrivent respectivement 


1 06 5 Lu), 

KE G dat & (uy? 
JE —1 0G 

(i235) = Gwe. 
JE 

(7.36) > = 

d’où 


G a e) [7(), fonction arbitraire |, 
best a +A (A, constante arbitraire). 


On peut, par un changement de variable de la forme 6 —+(V) se ramener au 
cas où /(#) est identique à 1. G est alors une fonction de w seul ainsi que E. 
S est donc isométrique à une surface de révolution. 

On obtient ainsi une première forme pour la solution générale du cas 2, ,, : 


so +A | G(a) fonction arbitraire |, 


"HO 
1 
= 04/5 +A == 0; VE 0, 
T u E 
Oe a r=t— (se =1, du signe de w). 
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Par-un changement de variables »—=u(U), 6= V, on peut toujours se 
ramener au cas où E— 1. Ce noi de variables est déterminé par 


VE DEAVE + À du = E' dU (e'—1), 


II laisse invariant le coefficient G. 


Bil) 2 Tr G(U) = G(u). 
Donc, 


Le. G(U) 
Ch = (yet ke iy 
G(U) 
=! J 
Die NE AG( Kay ; 


À est invariant ou changé en son opposé suivant que ¢’ est positif ou négatif, 


r est invariant. D’ot 
= = sn ee dU. 
= Ag 


En revenant ensuite aux notations primitives uv, 6, E, G la solution générale du 
cas 2,., , peut se donner sous la forme suivante : 


soit 


ds = du? + G(u) de?, 


Fans Rte = PEN 
Vos CS a SR D 

€ G 
; rua) VV ce ( i tel que 7-3) 


Ce cas est celui où l’axe du cercle C(u, #) est dans le plan tangent à S en 
M(u, ¢), le plan de C(u, ¢) contenant M(u, ¢). 

S est la surface la plus générale isométrique à une surface de révolution. En 
général une telle surface admet un seul réseau de courbes coordonnées pour 
lequel le ds? a la forme donnée ci-dessus. On peut alors lui attacher une famille 
à deux paramètres de systèmes cycliques du type 2, arbitrairement défor- 
mables. Ces paramètres sont A et la constante additive incluse dans l'intégrale 
indéfinie. 

Si S est une surface à courbure totale constante elle admet une famille à deux 
paramètres de tels réseaux et par suite on peut lui attacher une famille à quatre 
paramètres de systèmes cycliques arbitrairement déformables du type 2:,:,2. 


= 


w |A 


Introduction des congruences de sphères. — Les systèmes cycliques [Cy] 

associés respectivement aux congruences de sphères de Ribaucour arbitraire- 

ment déformables admettant S pour déférente et signalés au paragraphe (1.5) 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Fase. 4. à 50 
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entrent dans la catégorie 2, »,. car 0 = =, = 0, v= 9, À o avec le parame- 
trage utilisé dans (1, 5.4) et (I, 5.8). 
Examinons si inversement toute solution du type 2,,,2,. peut être associée 
à une congruence de Ribaucour arbitrairement déformable. 
Le rayon R de la sphère E(u, ) centrée en M(u, +) et orthogonale au cercle 
C(u, °) vérifie 
R2= \? — r?, 


I~ G vers 
RAA [Ag de ser BE 


Ce rayon n’est réel que si A est positif. En comparant avec (I, 5.3) et (1, 5.4) 
on constate que [2] est une congruence de sphères de Ribaucour arbitrairement 
déformable. 


d’où 


7 . , . 
L’abscisse de Isur ME est — R a; puisque E=1; celle de Q est À. On vérifie 


immédiatement 


MI.MQ —R?, 


ce qui montre que l’axe de C(u, «) est la polaire de la corde de contact associée 
à E(u, v). C(u, ¢) coincide donc avec Cy(u, 6). Ce dernier raisonnement exige 
toutefois Ao sinon R est identiquement nul. 


Si A 0, les systèmes cycliques arbitrairement déformables de type 2, 5,5 s’iden- 
tifient avec les systèmes cycliques associés aux congruences de sphères de Ribaucour 
arbitrairement déformables admettant S pour déférente. Si A = o le cercle C(u, +) 
est orthogonal à S en M(u, v). | 

c. Etude du cas 2,. — 1] correspond aux hypothèses (7.1), (7.5), (7.6). 

En tenant compte de (7,5), l'équation (5.6) devient 


OVE 
Ov 


rAsin§=0. 


Les cas r= o et sin? — o pouvant être écartés cette équation conduit aux cas : 
" ; avi 6 : A ‘ 
— 1 Duty == 0. — Ce cas est un cas particulier du cas 4 qui sera traité 
complétement plus loin. 
2° 23,9 : À — 0. — Ce cas est un cas particulier du cas 3 qui sera traité com- 
plétement dans le paragraphe suivant. 


8. ÉTUDE pu cas 3. 
(8.1) ET tee GO. 


Cette hypothèse exprime que l’axe du cercle C(u, ¢) passe par M(u, ¢). 
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a, Les équations (5.6) et (5.11) s’écrivent 


dv Or yen 
due Ro ES 
Prat 
? 3 () ee 105 Ve ee 
(rè+ y ) (sine a OPEN 


Dans le domaine réel, le cas =o étant écarté, le facteur r° + v? n’est pas 
identiquement nul et ces deux équations conduisent à 


(8.2) y=s(e)r, 

(8.3) VG = A(e) sin 9, 

puisqu'on peut supposer que sin@ n’est pas identiquement nul. g(«) et A(+) 
sont deux fonctions jusqu ici arbitraires. 


Remarque. — Dans le domaine complexe le cas r? + v? = o serait à envisager, 
mais en vertu de (5.9), il conduirait à v=o donc ar =o. Ce cas ne présente 
que peu d'intérêt puisque le cercle C(u, ¢) est décomposé en deux droites 
isotropes. 

(5.3) est alors vérifiée. (5.7) s’écrit : 

Ov or one 
(8.4) rs VG rsinG =o. 
Elle entraine (5.1) et en tenant compte de (8.2) et (8.3), devient 
(8.5) rg'(e) —A(¢) sin? 0 = 0. 


(5.4) peut se mettre sous la forme 
0G / or Ov OE / or dv = = Ôr 
SI » à à » G n — 0. 
sint| 5 (> 7 aioe x) er (5 pas ot VGrsin ) | 2E VG ae 


D’après (8. ) et (8.4), elle se réduit a 


or 
ov 


(8.6) 


=o, donee. = 7: (dt). 


En utilisant (8.2), (5.8) devient 

r D [ sind VG — rg'(v)| + cos0 yes —0, 
et en vertu de (8.3) et (8.5), 

s () or = 

(8.7) Ve os 20s 
Cette équation conduit a deux possibilités 
(8.8) | dE: 
(8.9) | MY te (d’après 8.6). 
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b. Etude du cas 3,. — Ce cas coincide avec 2,,, signalé dans le paragraphe 
précédent, mais non étudié |? SE Oem =, r= r(u) |: C’est le cas où l'axe 
du cercle C(u, +) est tangent en M(u, 9) aS. | 


D’après (8.8), G est dans ce cas fonction de » seul. Par un changement de 
variables on peut se ramener à 
Cr TRI, 
(8.5) devient alors 
r(u)g'(#) =1, 


ce qui entraîne 


(8.10) rt) == 2 
(8.11) Mice Ë (a, constante non nulle). 
24 l 


Le cas 3, est donc contenu dans 3,, mais la solution s’en obtient immédiatement. 
De (8.2), (8.10), (8.11) il résulte 
(8.12) ie 


’ 


car par un changement de variable de la forme » = V ++, on peut toujours 
supposer nulle la constante d’intégration. 
Toutes les équations du système 5 sont alors vérifiées, sauf (5.9) qui s'écrit 
1 On ye 
E oe” «+? 
d'où 
E=k(u) (+ a’). 


Par un changement de variable de la forme u=u(U), on peut se ramener 
au cas 
(8.13) E = ¢?+ a’, 


D'où la solution générale du cas 3, : 
ds? = (v2 + a?) du? + dv, 


T 
ME 0, VE rea, == 


(a constante arbitraire positive). 


S est applicable sur le caténoïde de paramètre a. — L'axe de C(u, é}est tangent 
en M(u, #) à la déformée de méridien passant par ce point. La congruence des 
axes est une congruence de normales. La représentation sphérique de cette 
congruence est régulière, sinon les trajectoires orthogonales et la nappe S de 
leur développée seraient des développables, ce qui n’a pas lieu. Les cercles du 
système cyclique [C] ayant un rayon constant a, la congruence de leurs axes 
ayant une représentation sphérique régulière on sait [cela résulte en particulier 
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de (2.15) et (2.16)] que leur centre Q(u, +) décrit une surface à courbure 


I 


totale constante — = leur plan étant tangent à cette surface. 


On retrouve ainsi que toute surface applicable sur le caténoïde de paramètre a 
est une nappe de la développée d’une surface pseudosphérique de courbure 


totale — _. La solution 3, est fournie par le système cyclique de rayon constant a 
associé à cette surface pseudo-sphérique (système cyclique de Ribaucour). 
ce. Etude du cas 3,. — 1° Il correspond aux hypothèses suivantes : 
(8.14) PV UE, 
(8.2) et (8.5) montrent que y et 9 ne sont fonctions que de v car, d’après (8.3), 


A(¢) nest pas identiquement nul. Cette dernière équation montre que G n’est 
fonction que de +. Ces trois équations se réduisent à 


(8.15) e=v(¢), Gs Gir), Oa Cr), 
(8.16) v'= VG sin6. 

Les équations du système général 5 de (5.1) jusqu’à (5.8) ainsi que (5.11) 
sont alors vérifiées. En négligeant le facteur cos puisque le cas (cos = 0) 


a été traité dans 3, et en utilisant (8.16), le cas (sin® =o) étant écarté, 
l'équation (5.10) s’écrit 


(8.17) vy’ cos§ — (a? + v?) sin00’= 0, 
d'où 
(8.18) BV Ssh (4, constante). 


En tenant compte de (8.16) l’équation de (5.9) devient 


Ake sin? 0(a?+ v?) — VE v'= 0. 


D'après (8.17), cette équation peut se mettre sous la forme 
Sao Wee eer 
VE “de sin cos9’ 
d'où 
E=ki(u)tg0=Æ(u) (V+ &— he 


* Un changement de variable de la forme u— u(U) permet de se ramener au 
cas où Æ—1. v/(v) n’étant pas identiquement nul d’après (8.16) on peut 
opérer le changement de variable v(e) = V qui laisse invariant le réseau de 
courbes coordonnées ainsi que v. On peut done sans restreindre la généralité 


utiliser un paramétrage tel que 


(8.19) VS 7 
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Il en résulte alors 


(8.20) cos? nur] [sin > o (d’après 8.16)], 
is fs fa VE dr nur te TE 
(8.21) E—v+a= b?— b? tg"9, bt 


L’équation (5.12) prend la forme 


VE 0 | we v?) sin 8 CAES VEG «| 


Ov 
E sinf : 
+ EG cos0| 1 —v vue oe (a+ er |= 
VE 9% VG 


Le premier terme est nul. D’après les équations ci-dessus (5.12) se réduit a 


aA hl oe ge æ@)K]— 0. 
Aa UF 
Or 
— ‘ 0 . 0G 0 I 0 VE 
— EG du VE du ov VG ov 
fr L d e+a—b d 2 151 :) 
nr Un re À 
d’où 
oa a 
(8.22) me (P+ at) 


(5.12) est donc vérifiée. 


Dou la solution générale de 3, (car le cas 3, s'obtient en remplaçant b par zéro 
dans le résultat ci-dessous) : 


+ a? 
AS NUE a6) a 7 
( ) p+ a — Bb ’ 
Wn Baws v=P, r=a@ 


(a> 0, bx 0, constantes), 


sin 0 = 


i= 


VG 
En effet, (8.20) équivaut ala derniére équation ci-dessus. 


A chaque surface S rapportée au paramétrage ci-dessus, la solution 3, fait 
correspondre deux systèmes cycliques [C],|C'] de rayon constant a. Les cercles 
C(u, ¢), C'(u, e) sont symétriques par rapport au plan tangent à S en M(u, +) car 
4(¢) est déterminé uniquement par son sinus. Les surfaces S sont isométriques 
à des sur faces de révolution particulières. 


2° Méridiennes de ces surfaces de révolution. — Soit S! une de ces surfaces. 
Rapportons un de ses plans méridiens aux axes orthonormés OXZ, » OZ étant 


l'axe de révolution. Soit Ul’ angle polaire à partir de OXZ, autour de OZ dans de 
système de coordonnées semi-polaires associé. 
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S’ étant rapportée aux paramètres u, + de manière que la correspondance 
avec S soit une isométrie, d'après l'expression (8.22) de la courbure totale, les 
courbes #— Cte sont les parallèles, les courbes u — Cte sont les méridiens. 
Ces derniers ont une représentation paramétrique de la forme 


REX (9), ZL=Z(~). 
L’angle polaire U du plan du méridien (w) n’est fonction que de u. L’identifica- 
tion des ds? de S et S' avec les paramètres u, ¢ conduit a 


[X(v) + Z!2(e)] do? + X2(6) U2 (uw) du? 
ye a 


== (9? + a> — b*) du? + pry: TPE Cc 
d’où 
(8:23) X?(v) = A (re + a — b?), Ut= 5 (4A 0, constante), 
are BUN A Ce A se : 
haar a QU ie are a 


Il en résulte 
(i— Pl)? + a 


(8.24) Zi (o) == Se 


On obtient des méridiennes simples en prenant © =1. Un calcul sans diffi- 
cultés conduit aux trois types suivants : 


A ee, 
RENE X = Va? — b? ch = 


40: X = VE sh À 


On peut écrire sil? 1, 


d’où 
a 

12 = c 

2) = a 


On obtient alors pour méridienne la conique à centre imaginaire. 


gee Some 
a b? init 
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Les surfaces S sont isométriques a une quadrique de révolution a centre, ima- 


ginaire, sib40,ab. 


3° Introduction des congruences de sphéres. — Si la représentation sphérique 
de la congruence des axes de l’un des systèmes cycliques [C] ou[C’| est régu- 
liére, la FR décrite par le centre Q(u, ¢), ou Q'(w, 6) est une surface à 


courbure totale constante — _. Elle est tangente en Q(u, ¢) ou Q'(u, ¢) au plan 


du cercle correspondant. Si l’on considère dans ce cas la sphère X(u, ¢) centrée 
en M(u, ¢) et passant par Q(u, ¢) et Q'(u, 6), l’un de ces points et par suite le 
deuxième sont les points de contact de X(u, v) avec son enveloppe. Cette pro- 
priété a effectivement lieu. En effet le rayon R(u, v) de E(u, 6) est donné par 


(8.25) Riss o6ee0* ot, 


Avec les notations de la partie I, les coordonnées du point I dans May sont 


respectivement 
i ie ARE ENS tes 
EP eae UT 


Elles coincident avec les coordonnées de la projection orthogonale de Q et Q/ 
sur le plan tangent en M : 


rs 
VG 


L’équation (2.14) sur les systèmes cycliques montre que sz les nappes de 
l'enveloppe de |X| sont de vraies surfaces, ce sont des surfaces à courbure totale 


K=O, o==>= sin b= 


constante — = En effet £ est la normale en Q à l'enveloppe. Cette propriété est 
invariante dans une déformation arbitraire. 

Inversement, si S est la déférente d’une congruence de sphéres| £]dont l’une 
des nappes de l'enveloppe est une surface à courbure totale — = et si cette 


propriété est invariante dans une déformation arbitraire de S, le cercle de 
rayon a centré au point de contact et situé dans le plan tangent à cette nappe 
engendre un système cyclique attaché à S et arbitrairement déformable d’après 
les propriétés des surfaces pseudo-sphériques. Ce système cyclique est du 
type 3, il en fournit done un deuxième associé à la deuxième nappe de l’enve- 
loppe qui a aussi par conséquent la courbure totale — = sauf évidemment si le 


système est du type particulier 3,, auquel cas les ‘ite nappes de l'enveloppe 
sont confondues. 


Les congruences des sphères dont une nappe de l'enveloppe est une surface 


x I Ee TE , 
à courbure totale constante — = et conserve cette propriété dans une déforma- 
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tion arbitraire de la déférente (il en est alors de mème pour l’autre nappe) ont 
été étudiées notamment par Bianchi. La déférente doit avoir un ds? de la forme 


(8.26) di eee net Vv? dU?, 


et le rayon R de la sphére vérifie 
(8.27) R= V+ b— @& 


Il suffit d'opérer le changement de variables V?-+ 6? — a?= 6°, U=u pour 
retrouver le ds? des surfaces S du cas 3, et le rayon de X(u, ¢). 


Les, systèmes cycliques arbitrairement déformables du type 3, s'obtiennent 
à partir des congruences de sphères dont les deux nappes de l'enveloppe ont une 


I sas : : 
courbure totale constante — “4 et conservent cette propriété dans une déformation 


arbitraire de la déférente. Ce sont les systèmes cycliques de rayon constant a 
associés aux deux nappes de l'enveloppe au sens de Ribaucour. 


L'étude de ces congruences de sphères montre de plus que ce sont des 
congruences de Ribaucour arbitrairement déformables particulières. Donc le 
cercle Cy(u, +) associé engendre un troisième système cyclique arbitrairement 
déformable avec S du type 2,,.,.. Il y en a une infinité d’autres de ce type, mais 
celui-ci possède la particularité que C(u, 6), C’(u, 6), Cy(u, ¢) présentent une 
configuration remarquable : 


Cy(u, ¢) passe par les centres de C(u, ¢). C'(u, +) et est tangent à leurs axes. 


Le rayon de Cy se calcule sans difficulté grace à l’orthogonalité en Q et en Q/ 
avec 2 
r) 3 2 b? ee 
(8.28) r> = R? cotg? 0 = 


p? + Bi ah, 


Le système cyclique | Cy | est lui-même à rayon constant st a? = b?. Le rayon est 
alors lui aussi égal à a. C’est le seul type de système cyclique de rayon constant a 
relatif au cas 2,,5,. et associé à une congruence de sphères réelles X. En effet, en 


utilisant la première forme donnée pour la solution 2,,,,. on obtient 
R2— }2— P= uw À (A> 0), 


2 
ds? — (3 ok A) du? + = dv?. 
u a 


2 


Un quelconque des changements de variables : Au’ = V?, im =U? conduit à 
(8.26) et (8.27) dans le cas où a? = b?, ce qui démontre la proposition. 


4° Systèmes cycliques du type 3, associés à une sur face donnée. — Cette surface 


doit admettre un ds? de la forme 
3 2, p? + a 3 
(8.29) ds = (5? + a? — b?) du? + Say PE TL 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXVIII. — Faso. 4. favre 


402 F. BOREL. 


A ce paramétrage il correspond deux systèmes cycliques donnés par la solu- 
tion 3,. Pour étudier tous les systèmes cycliques du type 3; qu'on peut 
associer à une telle surface, il faut examiner si elle peut admettre d’autres 
paramétrages conduisant à un ds? de la forme (8.29) les coefficients a, 6, 
pouvant être remplacés par d’autres coefficients. Si cela se produit, il faut 
ensuite voir si avec ces nouveaux paramétrages on obtient des solutions 
nouvelles. 

Si l'on désigne par S,, une surface admettant le ds? (8.29), la première 
partie du raisonnement revient à étudier si l’on peut établir une isométrie entre 
Su et une surface S,,, dont le ds? est 
(8.30) dS (V+ A1 BY) dU ge 


EE Co: D 


Dans cette isométrie, le réseau orthogonal des courbes coordonnées de Sq, 
doit correspondre au réseau des courbes coordonnées de S,, d’après l'expression 
de la courbure totale de S,, et S,,. La correspondance est donc de la forme 


Us) (wu); V set (1): 
L'identification des ds? conduit aux relations 


I 


(8.31) Uys I (k, constante), 

(8.32) Vi A?— B— (24 a? — b?), 
V2 A? er p? + ae 

Gt) Nees Ae ee 


En tenant compte de (8.32), (8.33) conduit à l'identification de deux fonctions 
homographiques en +? : 


we 14 Ree |=" ai 
k* (9? +- a? — 6?) + B?— À? p? 
D'où 
=: AE a Dis D, 


car ces quantités peuvent être supposées positives ou nulles. 


ue SAMI L 
Sao West isométrique qu'aux surfaces de la famille correspondant aux mêmes 
valeurs respectives des paramètres a et b. Les isométries sont alors données par 


(8.31) et (8.32) c’est-à-dire 


_ (8.34) U = e(u — uw) (aes 1), 
(8.35) Viz=ie'¢ tp! == =r 1). 


On constate que, pour tous ces paramétrages de S, on obtient toujours la 
même congruence de sphères [2] car R?= »?= V? et, par suite, le même couple 
de systèmes cycliques [C] et [C’] de rayon constant a. 

A toute surface S,, il correspond donc un couple de systèmes cycliques du 
type 3, et un seul. 
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9. Erp pu cas 4. — a. Ce cas correspond à l'hypothèse 


OE 
(977) =” E> f(a) sin 0. 


Par un changement de variable de la forme u — u(U) on peut se ramener au 
cas ou 


(9.2) Par. 

Les équations (5.2), (5.5) sont vérifiées. D’après (9.2), (5.6) donne 
(923) Ve (b), r=g(v) f(u)sin0. 

En tenant compte de (9.3), (5.3) devient 


90 7 07 1 0G 
9; D D Mg lun Line nes 
(9.4) er cos) sin) 5 Cor sin) = 0, 
d’où deux cas. 
1° Cas 4, : 
00 er 1 OG 
5 FA eh eee 
(955) r cos 0 Ah sin 6 Salou sin0 =o. 
D Cas 4, : 
(9.6) =o, 


ce cas est un cas particulier de 2 (cas 2.,,) mais doit ètre étudié, car le cas 2, 4 
avait été réservé. 


b. Étude du cas 4,. — 1° Il conduit à 


(9.7) VE = r(v) =O. 


En vertu de (9.5), (5.7) devient 


dv ee ho 


(9.8) Loy ov 


En utilisant (9.3), (9.7) et en divisant les deux membres par sin? o on 
obtient | 
(9.9) | f? (uw) 8' (0) = (0). 

D’après (9.7) (+) ne peut pas être identiquement nulle. L’équation (9.9) 
où z et e sont variables indépendantes entraine alors 
(9.10) f{u)=a (a, constante non nulle). 

D’après (9.7), G est donc fonction de + seul. Par un changement de variable 


de la forme ¢ =¢(V) on peut se ramener au cas où 


(9.11) GET 
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(9.7) et (9.9) conduisent alors à : 


Ale) a, g'(e) = 


En intégrant, moyennant un changement de variable de la forme » = V + ¢% qui 
n’altère pas les hypothèses précédentes 


SP) = rh 
(9.1) et (9.3) s’écrivent alors 
(9.12) r = «sin 0, 
(939) voor sin, 


Les surfaces S sont nécessairement des développables (ds? = du? + d?). Done 
K = 0. À 


(9.8) et (9.1) montrent que (5.1) est vérifié. y n'étant pas eos 
nul d’après (9. 13), (5.9) conduit a 


(9.14) MS ED: 


En tenant compte de (9.14) et du fait que K est nul (5.4), (5.12) donnent 


Or Où 

Ce ip 0 
90 dp\an 
(9.16) (> Ge — 2) 3 = 


En utilisant (9.8), (9.3), l'équation (5.8) s'écrit 


(SE + cos) — ST SE =o, 


D’après (9.12), cette équation devient 


d \ a0 ju. 007 
(9.17) cos | ( ae + cos 0) RRS ee 5 |= 


Enfin (5.10) et (5.11) prennent la forme suivante en tenant compte de 
C9 ta); (9:18 ss 
(9.18) — sin? 0[(a*+ 9) cos + ep] - + (sin + v cos)( Se + cos LE + sin A gh m0! 


ov 
On 


(9.19) —sin?0[(a*+ v? esas dein ee de (x sind + y cos) 24 += 
p 


du 
Je on ‘est pas identiquement nul, (9.15) conduit à - =o et d’après (9.12) 


3 7 
a>, =0- (9.16) montre alors que > _ est identiquement nul, ce qui entraîne 


une contradiction pour (9.19) babes e n’est pas identiquement nul. Il faut donc 


Oh 
FA 
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(9. 14), moyennant un changement de variable de la forme u — U + wo, compa- 
tible avec les hypothèses précédentes, donne 


(9221) 1 


Sr tha 
Après division par sin les équations (9.18), (9.19) se mettent sous la forme 


Op. 2 00 d 3 00 
(+ # cos) (E — # sin) a) — a sin9 cos) Su =: 


(2 + ¢ cos 9) (CE — p sin 0 D + cos) — a sin§ cos0 - == 07 
Les premiers membres de ces équations sont respectivement les dérivées par- 
tielles par rapport à w et ¢ de la fonction : [(u. + ¢cos0}? + a? cos? 4]. Ces équa- 
tions équivalent donc a ; 
(9222) (pe + ¢ cos)? + a? cos?) = b? (b, constante). 

Il résulte de cette équation 


D (u + # cos), 9) 
D(u, ¢) 


Cette condition entraîne que (9.17) est vérifiée. (9.17) est done une consé- 
quence de (9.22). 


Dans l'hypothèse 4, le système est équivalent au système des six équations 
Reese io) (05): 


D'où la solution générale du cas 4, : 


ds? — du? + ds? (S, développable) 
(0, fonction arbitraire de w, #), 
r=a«asing, A=—4, y=esing, 


(pu + # cos 9)? + @? cos? = 6, 
a= 0, b, constantes. 
2° Interprétation géométrique. — Nous l’effectuons dans le cas du plan S’ 


rapporté aux axes orthonormés Oxyz directs (Oz normale au plan) dont le ds” 
a la forme requise pour la solution 4,. 


| Ley 
M'(u,v){ pv, 


Gays 
0: 


Les axes locaux M’ayz ont la direction et le sens des axes Oxys. 
Les coordonnées de Q/(u, ¢) dans Oxys sont 


ue k=; 
Q' (u,v), ve +o=(p+¢ 0089) cosb, 
ag (A) — (u + cos) sind. 
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La première de ces coordonnées montre que les cercles C'(u, ¢) sont ortho- 
gonaux au plan Oyz. Les deux autres montrent que, si ce plan est rapporté 


a 
au système de coordonnées polaires de pôle O, d’axe polaire Oy avec 
(Oy, 03) — ~ + 247, l'un des systèmes de coordonnées polaires de Q’(u, +) 


est 
o=9 (angle polaire), 
Q'(u, ¢) a — 
o0=p-+ecos) = <V/b*— a*cos* 0 (rayon vecteur), 
d’après (9.22), avec <=-+1. 0 est aussi l’angle polaire du diamètre M’y 
de C’. Ce diamètre passe done par O. Par suite, les plans des cercles C'(u, +) 
passent tous par l'axe Ox. 
Le cercle C'(u, ¢) peut être déterminé par les deux points P, et P, où il 
coupe Oyz. L’un des systèmes de coordonnées polaires de ces points est 


Pi — 0, P P2 — 0, 
Da = € /b?— a? cos?) + a sinb; : Da = € Vb°?— a? cos?) — a sinb. 
Condition nécessaire. 
9.23 1— p—24asimh, 10, 0? — a®, 
Pi — P Pa 


0, et — p, sont les deux racines de l'équation 
(96) p? — 2asin)o + a? — b?— 0. 

> 
P, et le symétrique P, de P, par rapport à O sont les deux points de l’axe On, 


d'angle polaire 9 qui sont sur le cercle F, dont (9.24) est l’équation en coor- 
données polaires. Son équation cartésienne est ' 


(9.25) y+ 3 — 2435 + a — b— 0. 


D'après (9.23), P, est l'inverse de P, dans l’inversion de pole O de puissance 
b?—a’. 
Condition suffisante. — Inversement soit Q l’un des points communs aT, et 


—> 
à l’axe On d’angle polaire 9. Son rayon vecteur est l’une des racines de (9.24) 
asin + & Vb?— a? cos? 0. 


Q est donc le point P; associé à l’un des deux cercles C(u, +) correspondant à 
une valeur donnée de Ou, e), suivant le signe de e, Le lieu de P, (donc de P,) 
est donc le cercle F,, d’où le résultat : 


Les cercles C'(u, +) sont orthogonaux au plan Oyz et leurs plans passent 
par Ox, 
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Lé lieu géométrique de P, est le cercle TV, d’équation (9.25). Le lieu géométrique 
de P, est le symétrique de TV, par rapport à O:T.. 

Les points P,, P, correspondant à un méme cercle C! sont homologues dans 
9 + et it 2 2 CD “ 
l'inversion (O, b? — a’) qui échangeT, et T,, 


Ce qui précède détermine une famille de cercles à un paramètre tous inva- 
riants dans l’inversion (O, b?—a?*). Tous les systémes du type 4,, une fois 
rattachés (par déformation) au plan S’/(Oay) constituent une famille de cercles 
a un paramétre. La correspondance de ces cercles avec les points du plan est 
arbitraire, [9(u, +) arbitraire |. 


Fig. 4. b— a > 0 (bo). Fig, 5. b— a <o, (640). 
0 peut prendre toutes les valeurs en 6 doit vérifier a? cos?4—b?, 
choisissant convenablement le signe dea. 


Hi Oye 02-20) High 0 0: 
Les cercles C’ sont situés sur deux sphères. Tous les cercles C’ sont confondus. 


c. Etude du cas 43. — 1° Il correspond à =o. 
En tenant compte de cette condition, (5.1) devient 


dv or ; #4 
cos (no A G sind ) ih, 
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d’où les deux cas : 


Cas “a , 
cos 0 == 0. 
Cas Lhe aX 
ov or AR 
a ed EPA (EST De Oe 
(9.26) 1 ap MT ry i 


2° Étude du cas 45,,. — C’est un cas particulier du cas 2, quia été complète- 
ment étudié grace à l'étude de 3. D'ailleurs ni 3, ni 3, ne fournissent de solu- 
tions telles que pour le réseau de courbes coordonnées associé on ait E fonction 
de u seul. 


3° Étude du cas 43,2. — L’équation (9.26) permet de mettre (5.7) sous la 
forme É 
or 1 0G )=o 


00 ; ‘ 
AvraGos 0. — sin Os a m0 
(1 cos 0 Fr sin () a AE r sin 


d’où à nouveau deux cas : 


Cas A9,9,49 
NO! 


Ce cas entre dans le cas 3, mais ne conduit à aucune solution, d’après la 
remarque du paragraphe précédent. 


Cas 455,2, 
or 1 OG 


r sin) =o. 
t 


90 
‘cos ( sin ( =, 
rer a et ‘ du 2G d 
C'est un cas particulier du cas 4,. Il suffit d’ajouter à l'hypothèse relative à ce 
cas la condition supplémentaire 4 — 0. O(u, ¢) n’est plus arbitraire, mais déter- 


miné par la condition 
(a? + #?) cos?) = b?. 


10. Erupe pu cas 5°. — Il peut se ramener à l'hypothèse 


(10.1) bar À=0! 
L’équation (5.6) s'écrit alors 

dy or 
(10.2) Pre mae © 


En tenant compte de (10.2), (5.3) devient 


1 09 , nor 1 0G 
: SRL SD a ae MS re net tin 
p() cos ) +. sin 9 Fount DA 7 rsin®) == 


On peut écarter la possibilité 4 — 0 qui conduit au cas 3 qui est incompatible 
avec l'hypothèse Fe — 0. Il reste la possibilité 
or I 


(10.3) COG eG oe oe tere ES o, 


du du  2G du 


| 
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En tenant compte de (10.3), (5.7) devient 


+ : a 
(10.4) pet eee VG r sin0 =o. 


D — V — 
Ov Ov 
(5.1) prend alors la forme 


90 nr Or 
Ur cos 0 —sin0\— 
U Ce cos 0 + sin () a) == (0, 


Le cas u =o étant écarté cette équation conduit à l’un des deux cas suivants : 
Cas os | > 


sin (=o! 


C'est un cas particulier du cas 1 qui a été complètement étudié. 


Cash, 
r=f(u)smo. 


C'est un cas particulier du cas 4. Cela ne conduit à aucune solution car 4, est 
incompatible avec À — o et 4, contenant l’hypothése p. = o ramène au cas 3 qui 
est incompatible avec 5. 


Le cas 5 n’introduit done aucune solution nouvelle. 


11. Conciusion. — L’ensemble des solutions du problème de la recherche des 
systémes cycliques arbitrairement déformables peut, en adoptant une classifi- 
cation suivant la nature de la surface S, être présenté de la façon suivante. 
Certaines surfaces sont d’ailleurs susceptibles d’intervenir dans des solutions de 
plusieurs types. 

1° S quelconque. — Solutions du type 1, (de Ribaucour) (paragraphe 66). 

Le cercle C(u, ¢) est dans le plan tangent aS en M(u, ¢). 

2° S isométrique à une surface de révolution. — Solutions du type 2, ,2,2 (para- 
graphe 76). 

Le cercle C(u, ) est orthogonal au plan tangent à S en Mu, ¢) et son plan 
contient M(u, ¢). Ces solutions sont associées aux congruences de sphères de 
Ribaucour arbitrairement déformables sauf celles pour lesquelles C(w, 6) passe 
par M(u, ¢). 

3° S isométrique à certaines surfaces de révolution. — Solutions du type 3 
(paragraphe 8). 

Le cercle C(u, ¢) a un rayon constant, son axe passe par M(u, ). Ces solu- 
tions peuvent s’associer à des congruences de sphères de Ribaucour arbitraire- 
ment déformables particuliéres. Le cas 3, fournit la solution générale dont le 
cas 3, est un cas particulier. | 

4 Le ds? de S appartient à une famille à quatre paramètres. — Solutions du 
type 2,21 (paragraphe 7 6). 
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Le cercle C(u, ») est orthogonal au plan tangent à S en M(u, ¢), mais son 
plan ne contient pas M(u, ¢). Parmi ces surfaces S figurent les développables 
(cas Ao, B=2h) et, comme l’a montré M. Vincensini, des surfaces isomé- 
triques aux quadriques imaginaires de Darboux (tangentes en un point au 
cercle de l'infini). Ces dernières correspondent aux systèmes cycliques de rayon 
constant du type 2:,:1. 


5° S est développable. — Solutions du type 1,,, (paragraphe 60). 
Le cercle C(u, e) est dans un plan parallèle an plan tangent à S en M(u, ©). 
Solutions du type 4, (paragraphe 9). 


Étant donnée une surface trajectoire orthogonale des cercles d’un système 
cyclique arbitrairement déformable attaché à S, cette surface, envisagée comme 
une congruence de points attachée à S cesse en général d'être une trajectoire 
orthogonale des cercles du système cyclique envisagé dès qu’on déforme celui-ci 
en déformant S. L'étude qui précède nous met en mesure de déterminer, pour 
un système cyclique arbitrairement déformable donné, les trajectoires ortho- 
gonales persistantes des cercles du système. 

Si Q(u’) est le point de l’une de ces trajectoires orthogonales, la persistance 
de la surface (de la congruence de points) [ Q(w')| comme trajectoire orthogonale 
s'exprime par les deux conditions nécessaires et suffisantes suivantes : 

— Q(u') appartient au cercle C(u’). 

— Le plan tangent en Q(w') à la surface décrite par ce point est, et reste 
normal au cercle C(u’) lorsque S se déforme arbitrairement. Ce plan tangent 
en Q(u’) à [Q(u)] est done lui-même attaché à S et, d’après l’étude faite au 
paragraphe (1.2), les trajectoires persistantes [Q] appartiennent à l’un des 
trois types suivants : 


1* type. — Q(u') est l’un des points de contact avec son enveloppe de la 
sphère X(u‘) d’une congruence | £] admettant S pour déférente. 
Dans ce cas, la tangente à C(u') en Q(u') passe par Mu). 


2° type. — Q(u') est dans le plan tangent aS en M(w) et le plan tangent à la 
surface qu'il décrit est perpendiculaire au plan tangent a S. 

Dans ce cas, le cercle C(u') est tangent en Q(u') au plan tangent à S en M(u'). 

3° type. — Q(u') est en M(u’). 

Dans ce cas, le cercle C(u') est orthogonal en M(u') aS. 

Trajectotres orthogonales du premier type. — La condition nécessaire signalée 
montre que de telles trajectoires orthogonales ne peuvent se rencontrer que 
dans le cas 2, ,:,, qui est le seul cas, autre que le cas de Ribaucour, où le plan 
de C(u') contient M(u') (v=o). | | 

Dans ce cas, il y a effectivement deux trajectoires orthogonales du Premier type 


st A 0. Ce sont les deux nappes de l'enveloppe de la congruence de sphères de 
Ribaucour associée à toute solution 2, ,2,a avec ASO, | 
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Trajectoires orthogonales du deuxième type. — Elles se présentent dans le cas 1, 
\ 7 LS ; x 5 . . 5 
où, d'après le théorème de Ribaucour, toutes les trajectoires orthogonales sont du 
deuxième type. 


Il n’y.a pas de trajectoires orthogonales de ce type dans les cas 2, et2,,, 
d’après la condition nécessaire donnée plus haut. De même pour le cas 44... 

Dans le cas 3 elles ne peuvent se présenter que siles cercles C(w, ¢) et C/(u, 6) 
sont tangents en Q(u,e) au plan tangent en M(w, 6) à S. Le cercle Cy(u, ¢) 
introduit au paragraphe (8.c, 3) a alors même rayon a que C et C’. Cela n'a lieu 
que si a= b dans la solution 3.. 

Mais il suffit de se placer dans le cas où S est de révolution pour voir que 
Q(u, +) décrit une surface de révolution de même axe, tangente a C(u, 6) et 
C’(u, ), qui n’est donc pas une trajectoire orthogonale de ces cercles. 

Il n'y a done pas de trajectoire orthogonale du deuxième type pour les 
solutions 3. 

Le fait que Q(u, ©), centre de Cy(u, ») ne décrive pas une surface orthogo- 
nale en ce point a l’axe de ce cercle montre que le système cyclique de rayon 
constant | Cy | n’est pas un système de Ribaucour contrairement à ce qui a lieu pour 
[GC] et [C’]. 

Dans le cas 4,, de telles trajectoires orthogonales ne peuvent exister que 
dans le cas 6?= a*. Lorsqu’on prend pour développable particulière un plan S’ 
les points Q’(u, ¢) coincident tous avec le point fixe O. Dans une déformation 
arbitraire le point Q(w, 6) reste invariablement lié à un plan matériel qui roule 
sans glisser sur la développable S, il décrit done une courbe trajectoire ortho- 
gonale des plans tangents de S. 


Dans le cas 4, (a? = b?) il existe une trajectoire orthogonale du deuxième type 
qui se réduit à une courbe ou exceptionnellement un point. C'est une trajectoire 
orthogonale des plans tangents de S. 


Trajectoires orthogonales du troisième type. — Il y a une trajectoire orthogo- 
nale de ce type (c’est S elle-méme) pour les systèmes cycliques, étudiés par Darboux, 
pour lesquels C.(u') est orthogonal à S en M(u'), c’est-à-dire pour les solutions 2, 5,5 
avec ==, 
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